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INTRODUCTTION

Notre intention centrale était d'édifier une théorie générale
de la gonvergence, généralisant la convergence des bases de filtre,
et d'y greffer une convergence des fonctions de maniére & retrouver
les résultats de Mahlon M. Day sur ce sujet. Plus précisément, il
s'agissait d'étudier les relations d'une notion de convergence avec
les notions de voisinages, d'intérieur et d'adhérence de la topologie
mais privées de certains de leurs axiomes. Nous avons été amenés
alors @ définir sur la base de ces notions des espaces plus
généraux quc les espaces topologiques et & étudier leur structure.
Nous avons ensuite étudié la possibilité d'utiliser d'autres concepts
initiaux : l'ensemble dérivé et les ouverts, arrivant ainsi, sans
pour autant utiliser tous les axiomes habituels, & orguaniser presque
tout l'arsenal des concepts de base avec les définitions et les

relations qui les lient 1l'un a 1'autre en topologie.

Nous tenons & remercier ici Monsieur Jacques BOEL qui nous
a aidé de ses conseils tout au long de ce travail et qui en parti-

culier nous a encouragé a définir et & étudier les produits et

les quotients des structures que nous avions décrites.
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O. NOTATIONS ET CONVENTIONS, -

Les notations sont pour la plupart les notations habituelles;

quelques exceptions suivent,

¢ est 1l'inclusion au sens habituel (inclusion réflexive).
Nous réservons < pour 1'inclusion stricte (irréflexive).
~ est 1'opérateur de complémentation., ~X 4Zr {xl XQEX.} est

le complémentaire de X, Xa&Y XV ~Y est le complémentaire de

déf
Y relativement 8 X ou encore, si Y X, la différence de X et de Y

Nous nous permettons l1'abus de 1nnguge qui consiste a utiliser A X

pour de81gner 1le complementalre de X relativement 4 un ensemble
(le plus souvent E) fixé par le contexte.
 est un opér~.teur défini pour toutes les classes d'ensembles.

Ve s {x )Ef Ae&: xe‘A} remplace la notation U/ A
def Acel
plus habituelle.

Nest défini semblablement par n& {x b/A eEq, xeA}.
De méme ){-{L, \1.éI‘F remplace T“T E1 pour le produit cartésien,
el
Le symbole def placé en dessous de de = ou de &= indique
que 1l'égalité ou 1l'équivalence constitue une définition.
Les expressions seront soulignées 1l& ou elles sont d4finijes.
Pour les applications, une écriture telle que, par exemple
)4—-———??(;?) : G W L&dgf{x{ v(x)gF&?
définit 1'application L en fournissant les informations suivantes

L est une application de 4 dans P(E);

la valeur de L pour (2eA sera notdée L& et est égule (par
définition) & {x |U(x)eFarf.

Si f est une fonction, dom f est son domaine et Imf son
image, c'est-a-dire f (Donm f).

Soient f et g deux applications ¢ D —— 1, E étant muni

d'une relation transitive < . On dira que f donine g si et sculement



si \{er, f(x) > g (x) et on écrira f > g.

On appellera constante a : D ——=E l'application f ¢+ D —-——3Fk
x 7 Nf(x) 43¢ & (a eE).

Pour les parenthéses nous adoptons la convention suivante :
une expression telle que fX N Y veut dire (fX) N Y (effectuer d'abord
1l'opération & un argument). Au contraire f(XOY) ne sera jamais
écrit sans parenthéses.

Derriere V’et H} nous avons tenté de remplacer autant que
possible les parenthéses par une ponctuation en .iccord avec la grammaire.
Les deux points (:) derriére F doivent se lire "tel que" . Exemples,
\'{xéE, x = x et 3xe‘E:x=x.

(3) ou théoréeme 7, par exemple, renvoient & la proposition
(3) ou au théoréme 7 du paragraphe en cours. Sinon on indiguera le
chapitre et le paragraphe; par exemple : théoreme 2-2.9

| | indique 1la fin d'une démonstration.

Une ligne horizontale indique un changement d ans les hypothéeses

générales (comme par exemple : E est un espace m-topologique)qui ap-

paraissent dans le texte.

Contrairement & l'usage, nous appellerons topologie sur E,
non pas la famille des ouverts, mais bien l'application 1]:
P(E) — P(E) + x 7Y 4(x) qui associe & chaque point de 1'es-
pace topologique le systéme {J(x) de tous ses voisinages. Ceci pour
comparer facilement une topologie avec '"les general-topologies™ que
nous définirons au chapitre I. Pour les axiomes concernant les
voisinages en topologie nous renvoyvons a KELLEY [2] y Chap. T,

Problem B ou & BOURBAKI [I] .

L R B )



CHAPITRE I - ESPACE general-TOPOLOGIQUE. -

Q1. ESPACL general -TOPOLOGIQUE.

DEFINITION 1 : ©Nous appellerons espace general-topologique

un couple (E,V) ol E est un ensemble et Vune appli-
cation ¢ E —> @(CP(E))

Une telle application sera dite general-topologie sur E,

Un espace general-topologique est donc un ensemble

"muni" d'une general-topologie.

Nous avons préféré l'expression '"general-topologique"
quoique plus barbare, & une expression telle que "topologique
généralisé". D'abord parce qu'un espace general-topologique
n'test pas un espace topologique, contrairement a ce que
"topolcgique gén .ralisé" pourrait faire penser (au moins formel-
lement; le sens du mot "généralisé" préviendrait d'ailleurs
en fait toute ambiguité). Ensuite, et surtout,parce que ce
serait fixer ind@ment le mot "généralisé" dans une accep tion
trop restreinte - il existe d'autres généralisations de la to-
pologie, par exemple les généralisations unifides des structures
topologiques, uniformes et de proximité par Cs&szar et par

L™ .
Doidinov entre autres.




VOILINAGES, INTERIEUR ET ADHERENCE

Soit (E,i)) un espace general-topologique. La general-

topologie 1V sera dite aussi fonction de voisinage de 1'espace

(E,Qf). Sa valeur en un point x de E sera notée T)(x).

DEFINITION 2 : 1°) Une partie V de E est un voisinage de x si, et
seulement si Ve U(x).

2°) L'intérieur d'une partie X de I est 1l'ensemble

des points de E dont X est un voisinage. Il sera

noté iX.

30) L'adhérence d'une partie X de E est 1l'ensemble

des points de E dont le complémentaire de X n'est

pas un voisinage. Il sera noté aX.

L'application i : FP(E) —=3T2(EB) : X 7 ¥ iX sera dite
fonction d'intérieur de l'espace (E,{ ). L'application a :(§3(E)~—€»

:ﬁD(E) : X 7 X aX sera dite fonction d'adhérence de 1l'espace (E, ).

Ces définitions entrainent immédiatement que

Ve (x) e>xe€iV (1)
et Ve U (x) &=> x¢any (2)

THEOREME 1 : Les fonctions d'intérieur et d'adhérence satisfont

aux relations suivantes :

1 =aman (5)

~in (4)

et a



Démonstration. xda~X équivaut par (2) a X € {(x), c'est-i-dire,

par (1), xeix. §

INTERIBEUR ET ADHERENCE COMMZE CONCEPT INITIAL DE LA STRUCTURE
D'ESPACIE general-TOPOLOGIQUE. -

Les propositions (1) et (2) permettent de caractériser
la fonction de voisinage d'un espace general-topologique & partir
de la fonction d'intérieur ou de la fonction d'adhérence de cet
espace., En fait si f est une application arbitraire de 1l'ensemble
des parties de E, dans soi-méme l'application U: E —= G (P(E)) :
x 2y V(x) on

Vi) g p 1V | x gtV (5)

est une general-topologie sur E. Si a est la fonction d'adhérence
de l'espace (E,V) on a a = f; en effet x e aX équivaut par (2)

& ~X¢ 1)(x), soit encore xe€ f~~X par (5).

Ainsi il est possible d'associer a une application arbitraire

£+ (B)

la fonction d'adhérence de l'espace (B, ) soit prdcisément f.

= ?(E) une general-topologie V sur E telle que

Cette general-topologie est évidemment unique puisque si f est
aussi la fonction d'adhérence de 1l'espace (E,U") on a, par

(2), V' (x) ={Vic¢ £~} et done, par (5), Q' =V .

D'autre part, la fonction d'intérieur de l'espace (E,VU ) peut &tre

définie directement & partir de f comme étant ~f~ ,

On pourrait de méme partir d'une fonction arbitraire
g :f;)(E)-——-Jiqp(E) et construire un espace general-topologique
dont g soit la fonction d'intérieur. Plus formellement : considé-

rons les ensembles



-6 - I-1

\V4 dff{ru |V B —>T(9(E)) ] (6)
et Fo={elt :P)—> )} (7)
déf
et les applications :
(8)

?\:F*————?JF: i /"\(/’\-(i)défrvifv,

%‘,F-—————‘?F, a Yy /'\’(a)déf ~anss (9)
St E/MF, ’UL/’\//U«(U)

o (V) + P (®) —= P(5) + x vix|ie V(o)

(10)

ﬁp@ frif-—*-TV% i ’fﬂlyuf (1)
o (1) E —sP(P(E)) :

X /W{V[xeiV} ’
(11)

3)2£TL**"*7:&/; a ~ VYv(a)
ot v(a) : E—=P@(E)) : xf‘si{"v’)xet—aer}

(12)

v': y______%_F: (‘\) Y v'(V)
o v'(U) + P(r)—=T(B) + x ¥ {x|~x¢ V()
(13)

et

Les fonctions d'intérieur et d'adhérence d'un espace

(E,2)) sont respectivement }L(qj) et »'(VU). Alors
(1) et (2) peuvent s'écrire )= (1 (V) et V= vy(v1(1%))
respectivement. De méme (3) et (4) deviennent /»(17) =Ar(» () et

VD) =X (V).

les propositions
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On remarquera que'ﬂ est 1l'automor phisme intérieur associé

a 1'élément involutif ~~ dans le demi-groupe (F7,6), A est
involutif et donc A!' = )~'1 = A, Les considérations du début
de cette section montrent que ~'(v (f)) = f et que m(v (f)) =
Ar(f), 1

Alors, comme V'YW =1 et ~Vv'=1], V' = vV | Maintenant w

est le produit de deux bijections : M= A'v' et son inverse est

p!' puisque m'w = I. Ainsi le diagramme (14) est entiérement

(14)

o

commutatif, c'est-a-dire :

THEOREME 2 : La structure de 1l'espace general-topologique est

entiérement déterminée dés que 1l'on se donne, arbitrairement
choisie dans l'ensemble }/-ou fj convenable, soit 1la
fonction de voisinage, soit la fonction d'intérieur, soit

la fonction d'adhérence.

De plus, quel que soit le concept choisi comme initial, il
revient au méme de définir les deux autres concepts soit
directement & partir du concept initial, soit successivement

l'un a partir de l'autre dans n'importe quel ordre.

Dans la suite, les fonctions de voisinage, d'intérieur

et d'adhérence seront notées respectivement Q); i et a sauf



mention explicite du contraire. Nous nous permettrons également
d'écrire "E 28t un espace general-topologique" pour ”(E,Tf) est

un espace general-topologique".

Si E est vide,,F1 se réduit & l1'application constante ¢
de P (¢) dans soi-méme. Nous admettrons qu'avec cette fonctinn
d'intérieur le vide est un espace general-topologinue. C'est agussi
un espace topologique.
L'essentiel des résultats qui précédent se trouve dans

APPERT [3]. Nous en reparlerons & la fin du Chapitre 3..

QUVERTS ET FERMES.

Soit E un espace general-topologique.

DEFINITION % :

1°) On dit d'un ensemble O (contenu dans E) qu'il est
ouvert s1 et seulement s'il est contenu dans son

intérieur.

2°) On dit d'un ensemble F qu'il est fermé si et seulement

s'il contient son adhérence.

THEOREME 3 : Un ensemble F est fermé si et seulement si son compléw-

mentaire est ouvert.

Démonstration. Par (4) aF < ¥  équivaut &8 ~i~F< P, c'est-a-dire
ivF 2~ F. N



THEROME 4 : Un ensemble O est ouvert si et seulement s'il est un

voisinage de chacun de ses points,

Démonstration. Par (1) Yxeo, 0eU(x) équivaut 2 V‘xeo,
x € i0, c'est-a-dire 0 < i0. §

AXIOME ()
Soit E un espace general-topologique.

THEOREME 5 : Les propositions

¥xeE, EeV(x), (15)
E est ouvert (16)

et ¢ est fermé (17)
sont équivalentes.

C'est une conséquence immédiate des théoremes 3 et 4.

La proposition (15) sera dite axiome (. ) relatif & la fonction

de voisinage, la proposition (16), axiome (,) relatif & la fonction

d'jnkérievr et la proposition (17), axiome (,) relatif » la fonction

d'adhérence. Un espace general-topologique vérifiant l'un de ces

trois axiomes sera dit vérifier l'axiome(ﬂ).

Nous introduirons dans les chapitres suivants les axiomes
(m), (p) et (i). On pourrait adopter pour ces espaces les symboles
general-T ou g-T, m-T et cetera complétant ainsi par la gauche la

suite T, T,, T1, +e. et cetera de Alexandroff et Hopf. Nous écrirons



quant a nous : general-topologique ou g-topologique, g, - topologique

avec l'axiome (Q), m-topologique et cetera.

CONTINUITE, =

' !
Soient (E,q)) et (E , U ) deux espaces general-topologiques

et f une application : E —=E', Soit x un point de I,

DEFINITION I : Nous dirons que f est continuveau point x si et
seulement si V;Vééq)'(f(x)), gl ve Vlx).

Si f est continwen tout point de E, on dit simplement qu'elle

est continue. Lorsque (E,V) et E',U ') sont des espaces topologiques

ce.te notior de continuité coincide avec la notion habituelle,
On peut encore exprimer la continuité & partir des autres concepts
initiaux. Soient i!' et a' les fonctions d'intérieur et d'adhérence

respectivement de 1l'espace (E', U').

THEQREME 1. Les propositions

Y xe€E, e (e(x) € Ux), (1)

-1

VXIS E', £ i1%e if7 X! (2)

et VX'QE', af " xre £y (3)

sont équivalentes. Elles expriment que f est continue,.

Démonstration., (1) est essentiellement la définition de la conti-
nuité. Par 1-1(1) v'e U (f(x)) == rlyre V(x) est équivalent &
f(x) € i'VW!' = xei £y d'oh la thése puisque
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f(x) €& 1i'V!' équivaut & x € £71317" ., Par 1-1(4) et en remarquant
que e~ commute avec f-1 il vient af°1X' =4vif-1ﬂ/X' et f-1d'X'
=rvf-1i'AJX'.(2) peut encore s'éerire ¥ X'C E', e oxrgir A x
(en substituant ~X' & X') ce qui équivaut & ‘(X'Q JORN Nf-1iNX >
Axif-1nzx, ctest-a-dire (3) si 1l'on utilise les égalités écrites

plus haut,. l

DEFINITION 2 : Nous dirons que f est ouverte au poiht x
si et seulement si VVG_'U(X), fve V1 (f(x)).

Si f est ouverte partout on dit simplement qu'elle est ouverte,

TEHORWME 2 : Les propositions

. . . / ’T
VxeE, {VG < Vo) (4)
. n . N
sont équivalentes. Elles expriment que f est ouverte.
Démonstration.(4) est essentiellement la définition de la propriété
d'étre une application ouverte. Par 1-1(1) Ve U(x) => £ ve U'(f(x))
dquivaut a x€ iX => f(x)e i'fX, c'est-a-dire & fiV<i'fV et (4)

équivaut a (5). I

DEFINITION 3 : Nous dirons que f est fermée si et seulement
si X E, a'fX faX, (6)

DEFINITION 4 : Nous dirons que f est un homéomorphisme si et

seulement si f est une bijection continue ainsi que son

inverse,
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On voit immédiatement gqu'un homéomorphisme est encore
une application continue et ouverte ainsi qu'une application

continue et fermée. Le théoreéme suivant est évident.

THEOREME 3 : Les propositions

Y xeE, Ur(s(x)) = £U(x),
fx<E, i'fx - f iX
et VXEE, a'fXx = f aX

sont équivalentes. Elles expriment que f est un homéomorphisme

THEOREME 4 3

1°) Le composé de deux fonctions continues est une

fonction continue.

2°) Le composé de deux fonctions ouvertes est une fonction

ouverte,

3°) Le composé de deux fonctions fermées est une fonction

fermée.

4°) Le composé de deux homéomorphismes est un homéomorphisme.

Démonstration. Soient (E, U ), (E', V') et (E",U") trois espaces
general~topologiques, f une application : E —= E' et g une

application : E! —— E",
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1°) Supposons f et g continues. La continuité de g entraine
en particulier ’fxe B, VVv'e U"(g(£(x)), g”V"é'\f'(f(x) .
Or, par la continuité de f, g-LV"€E1)'(f(x))s=> f-1g-1V"
e U(x). D'on b/xé-E, Y vre U (gf)(x)), (gof)JV"e’U(x), c'est

la continuité de g-of.

2°) Supposons f et g ouvertes. On a d'abord Vxek, Vve U(x),
fVv e U'(f(x)). Mais fVe V'(f(x)) == gfve V"(g(f(x)).
D'ou VxEE, [%Vé V(x), (gef) Ve(U(guf(x)).

3°) Supposons f et g fermées. a' et g' étant les fonctions
d'adhérence de (E',U!') et de (E",U") respectivement, on
a a'fX<e faX et donc ga'fXs gfaX. Comme a"gfX< ga'fX on a fi-
nalement a"(gef)Xs(gef) a X.

4°) Découle immédiatement des autres théses de ce théoréme. i

Soient (E,Wf) un espace general-topologique et (E!',V ')
un espace muni de la topologie grossiere. Soit f une application :

E -_"'—?E'.

THEQOREME 5 : L'application f est continue si et seulement si

(E,}) est un espace g, -topologique.
Démonstration. Comme U'(f(x)) = {E'{ et que £ g - E,

l'expression de la continuité se réduit a Ver, E €V (x), c'est
la proposition 1-1(15).[
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5'il faut préciser pour quelles general-topologie une
application est continue — au cas ol on considérerait plusieurs
general-topologies sur un méme ensemble, ou pour toute autre

raison - on écrira par exemple
f continue : (E,V)—— (E', U).

On fera de méme pour les fonctions ouvertes et fermées

et pour les homéormorphismes.

COMPARAISON DES general-TOPOLOGILES, -

Soient Vet Ut deux general-topologies pour un ensemble L,

DEFINITION 5 : Nous dirons que U'est plus fine que U" si

et seulement si 1'application ¥V domine 1M dans 1'ordonné

(P P(E)), € ), c'est-a-dire si

¥xer, Vx)2 V' (x) (7

Alors la proposition (1) qui exprime la continuité d'une
application f peut se lire :Uplus fine que £~ Uer. Drautre part
(7) équivaut & : 1'identité sur E est continue : (E,VU)—— (E, V).
Ainsi les différentes expressions de la continuité de l'identité
fourniront des propositions équivalentes & (7°'. Ces considérations

démontrent le théoreme suivant :
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THEQOREME 6. Si i' et a' sont respectivement les fonctions
d'intérieur et d'adhérence de 1'espace (E,V '), les

propositions
VXQE, i'tXei X (8)
et VX<E, a Xga'X (9)

sont équivalentes & (T .

Soient (E,V) et (E',V') deux espaces general-topologiques

et f une application : E —E',

THEOREME 7. Supposons f continues:(E,V) —— (E', UU'). Alors

1°) si U " est une general-topologie sur E', moins fine

que V', f est continue : (E,U) (E', U ");

2°) si V" est une general-topologie sur &, plus fine
que U, f est continue : (E, V") (B, V).

Démonstration: 1°) Soit V& U"(f(x)), alors (U' est plus fine)
Ve ' f(x)) et donc (f est continue) f-1Vé%17(x).

2°) Soit VeV '(f(x)),alors f-1Ve:7f(x) et donc

e lveqyr(x). I

THEORTME 8. Supposons f ouverte : (E, ) - —= (E',1)'). Alors

1°) Si " est une general-topologie sur o', plus fine
que 4)', f est ouverte : (B,V) - — (EL,1U");
2°) Si U"est une general-topologie sur I, moins fine que

!
YV, f est ouverte : (E, U") — (E y U .



Démonstration : Soient i' et i" les fonctions d'intérieur

correspondant & Y' et U" respectivement.

1°) Soit X€E, f i X€1i'fX (f est ouverte) et i'fXsi"fxX (U "

est plus fine). Par conséquent fiX< i"fX .

2°) On a i"X € iX et fiX & i'fX. Donc f."Xgi'fx. W

THEOREME 9 : Supposons f fermée : (B, AV )——= (E', U'). Alors

1°) si U" est une general-topologie sur E', plus fine que
', f est fermée : (E,U)-—=>(E",9");

2°) Si AJ" est une general-topologie sur E, moins fine que
AV, f est fermée : (E,y") - = (E', "),

Démonstration : Soient a'et a" les fonctions d'adhdrence corres-

pondant & V' et 1}" respectivement.
1°) On a faX=2a'fX et a'fX>a"fX. Donc faX=a"fX.
2°) On a a"X2aX et faX=2a'fX. Donc fa"X=z a'fX. |

Citons dans le méme ordre d'idées quelques cas particuliers
intéressants. f est toujours continue si Vest ltapplication
constante P(E), c'est-*-dire si Y xeE, Ulx) = P(E), en effet
alors VVQE', f”VE’U(x). De méme f est toujours continue si
Q)" est 1'application constante #. Si U' est la topologie grossiére,
c'est-a-dire la constante {E'} y f est continue si et seulement si
q}est une g -topologie, en effet la condition de continuité

est alors [/ x€E, E € 7/(x) puisque e L



-16 = I-2

Si U' est l'application constante J°(E'), alors i' est
l1'application constante E' en effet la relation X'e V'(y
étant toujours vérifide, ye i'X' 1'est aussi (1-1(1))et donc
i'X'=E', Dans ce cas encore, a'est la constante @.

On voit alors que si 4! est l'application constante
SXE'), f est toujours & la fois ouverte et fermée., On aurait
d'autres résultats de ce genre (concernant la topologie discréte
en particulier) en se limitant & des espaces general-topologiques
vérifiant certains des axiomes que nous introduirons dans les

chapitres suivants,

RELATIVISATION, -

Soit E un espace general-topologique et D une partie de
E.

DEFINITION 6 : Nous appellerons general-topologie induite sur

D par la general-topologie de E, la general-topologie
ﬂ)D : D —= P (O ()) : x fV(Ub(x) ol

Vo(x) zpivNDjve U(x)], (10)

Si E est en fait un espace topologique, alors QID est
précisément la topologie induite.
Soient i et a, les fonctions d'intérieur et d'adhérence

D D
de l'espace (D,Q)b)o
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THEOREME 10,

1°) Vx<o, iX DS X . - (11)

2°) ¥ X <D, aX W DcaX . (12)

Démonstration.

1°) Soit X¢ D, Par 1-1(1) on a x¢ iX < Xe V(x). Alors, si de
plus x&€D, on a X € ‘UD(X) puisque X = X N1 D, c'est-a~-dire

X € 1DX.
2°) Soit XD, Par 1-1(2) on a xe a X <= ~pXé¢ UD(x).
Mais nJDX = ~X N D, Ainsi xe¢ aDX implique rvxifq)(x), cl'est-a-dire
x ¢ aX. Comme aDX_C_-'D on a méme xe aX N D, [

On a pas en général 1'égalité dans (11) en effet soit R
l'espace topologique des nombres réels 2t Q le sous-ensemble
des rationnels. L'intérieur de @ est vide alors que, pour la

topologie induite, @ est son propre intérieur,

On a pas en général 1l'égalité dans (12). Soit E un ensemble
quelconque, D une partie stricte de E, X une partie stricte de D

et x un point de ~_X. Posons ‘U(x) dgf:{ NDX } et pour y distinct

D
de x, U(y) 43t {{ytl . Comme X G’U‘D(x) on a xéaDX. Comme

d'autre part NDX-.;‘NX on a ~vX¢&U(x) et donc xe€aX.

THEQOREME 113 L'injection canonique d'inclusion j ¢+ D ——=E :

X ¥x X 7 NxX est continue.
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Démonstration : Soient xe D et Ve U (x), j'1v e;’UD(x) par défi-
nition puisque j"1V -voon. §

COROLLAIRE ¢ En utilisant la formule j-1X= X N D les expressions

(2) et (3) de la continuité donnent pour j
\j/XQE, iX A D < iy (X N D) (13)
et )Q/XS—'-_E, aD(X AD)L aX VD . (14)

Les propositions (11) et (12) en sont alors des cas
particuliers.

Remarquons que la d¢finition de QZD nous assure du
minimum suffisant pour la continuité de j. Plus précisément
si Q' est une autre general-topologie sur D, j est continue :
(D, V') ——> B si et seulement si W' est plus fine que lfD
puisque QJD(X) = 3-11f(j(x)). Ainsi la general-topologie
induite’est la general-topologie la moins fine sur D qui rende
l1'inclusion continue. Le probléme de trouver une solution minimale
de ce genre est soluble dans des cas bien plus généraux que celui

de l'inclusion dans un espace general-topologigue.

General-TOPOLOGIES PROJECTIVE ET PRODUIT, -

Soient E un ensenmble et {(Ei,‘Ui) li.eI } une famille
d'espace general-topologiques. Pour chaque i dans I, soit
fi une application : E——> E,. Si West une general-topologie

i
sur E, f, est continue : (E, W) (Ei,’U&) si et seulement
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si v{xéE £ 1U(f (x)) € WHx). ainsi Wrend toutes 1es £,

continues si et seulement si W(x) contient tous les f 1} (f (x))-

DEFINITION 7 : Nous appellerons general-topologie (fi,qji)-

projective sur E la genersgl-topologie U dséfinie par

Vix) =0l Vi(e,(0) [1ext. (15)

Q}(x) est donc formé des images inverses de tous les voisi-

nages de fi(x). et ce pour chaque i.

THEOREME 12 : Une general-topologie W sur E rend toutes les

fi continues si et seulement si elle est plis fine que 1la

general-topologie (fi,mji)-projective.
COROLLAIRE. La general-topologie (fi,i)i)-projective est la moins

fine des general-topologies /) sur E qui rendent toutes
les fi continues : (E,hf)-—~%a (Ei, %E).

THEQREME 13 s Soit D un espace general-topologique et f une appli-

cation ¢ D —> E. Alors f est continue : D ———= (E, V") si

et seulement si V{ie I, fi°f est continue : D-—> (Ei,lfi).

Démonstration : La continuité des f of s'exprime par V/X*ED,

Vie I, V(VGU (f (£(x)), e g V€ ’U(x) Alors s8i U e U (f(x)),

U étant de la forme fi1V pour un certain i€l et un certain V
efvi(f& (f(xﬂba On a f-1w<€1}(x) et f est donc continue. Inversément,
si f est continue les inf sont continues par le théoréme 4, 1°

sur la composition des fonctions continues. l

" Notons au passage que les fi ne sont pas nécessairement

ouvertes en effet, soit f£1V un voisinage de x (k e I, V’eq)k(fk(x))),
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On ne connait pas f.f=-1 .y .
P i"k V en général et donc rien n'assure que

fif; V soit un voisinnage de fi(x).

Un cas particulier important est celui du produit cartésien.
Soit {(Ei,iji)! iel } une famille d'espaces general-topologiques.
Appelons Py la projection : x(W:xk du produit Ei sur son kémne

composant. Le produit )t{ Ei)i € I} sera noté E.

DEFINITION 8 : Nous appellerons general-topologie produit des
{J; la general-topologie (pi,QJi)-projective'@rsur E.
Nous dirons encore que (E,V") est 1'espace general-topolo-

gigue produit des espaces (Ei,1)i).

On peut donner de la generalitopologie produit une description
assez intuitive, inspirée de la description de la topologie produit

chez Bourbaki. Appelons 1l-cylindre dans E un produit

Xk%(xﬂEi li#k }) ot X, < E,_ pour un certain k.

On dit alors que X, est la base du l-cylindre. E et o)
sont les seuls l-cylindres qui aient éventuellement plusieurs

bases. Nous appellerons impropres de tels l-cylindres.

Appelons voisinage l-cylindn@que de x un l-cylindre dont

la base X appartient a QJk(xk). La general-topologie produit
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est la general-topologie Qqui associe & un point x ses voisinages

l-cylindriques.

Lorsque les espaces (Ei’ @E) sont des espaces topologiques,
les intersections finies de voisinage l-cylindriques de x forment
un systeme fondamental de voisinagesde x dans la topologie produit.
La general-topologie produit d'espaces topologiques est en ce
sens une sous-base locale de la topologie produit (voir "local

subbase" dans KELLEY [2]).

Les projections ne sont pas nécessairement ouvertes en effet

soit V le voisinage l-cylindrique de x de base V Pour i % k,

k!
in = Ei et rien ntassure dans l'espace general-topologique

(Ei,\fi) que Eie‘ifi(fi(x)). Cependant si I est réduit au seul
élément k, E = Ek’ A = Q}k et V = Vk.

Notons pour simplifier ~, le complémentaire relatif a

k

Ek et soient ik et ap les fonctions d'intérieur et d'adhérence

1
de 1l'espace (Ek,1fk).

THEQREME 14

1°) \/x eE, Vx <E,

: : -1 .
xeiX <> Hdkel .SXkQEk : X = p, ng(x

2°) Yxe®, ¥X<E,
xeaX:‘zz';-VkeI,VXkQEk=X=kak:>
X, € aka . (17)
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Démonstration.

1°) Par définition du produit YV on a XeU(x) < gk EXk :
-
X = p XkQ X, € ’U'k(xk)

et i1 suffit maintenant d'appliquer I-I(1).

° , ) - B -1 .
2°) En remarquant que p -~ X, :rka X, on trouve par (16)
x¢inX <> ¥k, ¥X .X= p X, => x4 1 ~ X

Ce qui est {(17) par I-I(4). K

La complication relative des formules (16) et (17)
n'est justifiée que par la présence éventuelle de l-cylindres
impropres. Pour le reste, 1le théoréme se simplifie de la maniere

suivante 3

COROLLAIRE s

1°) Si X n'est pas un ldcylindre, iX = g, Si
X est le 1-.cylindre propre de base Xk’ iX est le
l .cylindre, de base ika.

2°) Si X n'est pas un l-cylindre, aX = E. Si X est 1le

l-cylindre propre de base X, , a X est le l-cylindre

1{’

de base akxk.
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General-TOPOLOGIL QUOTIENT. -

Pour simplifier certaines écritures nous allons d'abord

é¢tendre une general-topologie {)sur E en une application sur

P(E) par U: P(B)—= P(F(8)) : x YV U(X) ob
V(X)yzp 1V [fxex, ve U(x) }. (18)

On dira que V est un voisinage de X lorsque Ve (X,
c'est-a-dire lorsque V est un voisinage de chacun des points
de X. Ceci n'entraine aucune ambiguTté puisque QT( {x}) =P (x).
I1 est clair que si X2Y,U(X) € UV(Y) et, en particulier,

Vxex, YX) e VU(x). U@ = P(x).

THEOREME 15. Yve E, ¥ xckE,
Ve J(X) = XgiVv

Démonstration. De 1-1(1) on tire immédiatement que bfxesX,

Ve U(x) équivaut a V’XG X, xeiv. §

Soient (£,1)) un espace general-topologique, E' un ensemble
et f une application : E -——=E', Si W est une general-topologie
sur E', f est continue : (E,]) (E',W) si et seulement si
Ver ’V{w eW(r(x)), £ 1WGE‘U(X) Si geE' et werh)(y) on doit
avoir %xef-1(y), "y e VU(x), c'est-a-dire f~ Woe U (£ (y)
Appelons ﬂ}f la general-topologie sur E' définie par

Vey) = {v]eveus ' Gn '}, (19)
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THEQOREME 16 : Une general-topologie W sur E' rend f continue

(E',1))) ——= (E',W) si et seulement si elle est moins

fine que "Uf.

COROLLAIRE : @% est la plus fine des general-topologies
sur E' qui rendent f continue : (E,U") (E',W).

DEFINITION 9 : Nous appellerons general-topologie quotient de U

par f la general-topologie 1)} sur E!' définie par (19).
Soit f l'application ¢+ E~— Imf détermindepar la

fonction f.

THEOREME 173 ‘U%, la general topologie quotient de Qj#par f,

est la general-topologie induite surImf par la general-

topologie quotient 1)}.
Démonstration., Posons Idgflmf. VE‘(iff)I (y) si et seulement
si V= WA I pour un certain W € (\ff(y). Or Ve (Uf(y)
s W e U(f-1(y)) et si V=W O I, £y = g7 W
Ainsi V'G(‘U})I(y) si et seulement si f-1VEEqJ(f-1(y)), clest-a-dire

si V€1/}. (y). |

L'application f détermine un quotient % de B, & savoir

o {c3

Tsr { £ (y) )y € Imf}

Soit p la projection canonique de E sur son quotient. p (x) =

£ 8(x) = p 'p(x) et done = = £

T . Soit lfp la general-topologie

it}
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quotiemnt de 1)'par p, L'espace C%,i&)) est dit encore espace
general-topologique quotient de l'espace (E,?}) par f

THEOREME 18 : Imf muni de la general-topologie quotient de vV

par f est homéomorphe & l'espace general-topologique
quotient de (E,Qf) par f. Un homéomorphisme canonique

est l'application g : Im f *”—5“% sy SV f‘1(y).

Démonstration., Si X = f-1(y), y est le seul élément de fX, L'inverse

de g est g-1 : % — Imf :+ X /7 V1'unique élément de fX en effet,

si X € % et x e X, g-1(X) = f(x) et g(g-1(X))= f-1f(x) = X3 inver-

sément g~ (g(y)) = & (£7(y)) = .

D'autre part, f-1(y), saturé dans E, a pour projection f_1(y) 6‘%

et donc f-1(y) = p'1 -1(y) Alors, par la définition méme dp g,

f-1(y) = p g(y) et e p g. Maintenant V € U?(y) «= £ '7e (e - i?))';
et p g Ve U(p g(y)) == gVe ’U(g(y)). Par conséquent

Vel (y) = gV E’U‘p(g(y)) Ce qul (théoréme 3) démontre que g

est un homéomorphisme.'

Soiemt (E, ) un espace general-topologique, E' un ensemble
et f une application surjective ¢+ E ——=E', L'application

t
: SD(E )—“"%>EF>(E) est injective. Son image est l'ensemble

Bat ( .{f-1fX (XcZE } de toutes les parties de E saturées
pour l'appllcatlon f. Notons encore f la restriction a fgat (E)
de 1l'application f . P (E) — J2(E'). L'application f :

SBat (E)-—”ﬂ> U (E') est alors une bijection. Comme Q) (y) =
{'Y | 7Y € Qf(f-1 y)l}on a le théoréme suivant
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THEOREME 19 : Les voisinages de y dans l'espace (E',(V})

, -1
bijection par f avec les voisinages saturés de f (y)

dans (E,V).

sont en

THEQREME 20 : Un point y de E' est intérieur &4 Y si et seulement

si son image inverse est contenue dans l'intérieur de

1'image inverse de Y.

Soient, ici et dans la suite, if et ap les fonctions d'in-
térieur et d'adhérence de 1'espace (E',fo). Soit aussi !

le complémentaire relatif a E'. Démonstration du théorbme 20.
y€ip Y. équivaut & Ye U (y), clest-i-dire f7 Y € (U(f (y)), soit

encore, par le théoréme 15, (y) T |

THEQREME 21 : L'adhérence de l'image de X est 1l'image de

1'adhérence du saturé de X.

Démonstration. ye a.fX equivaut a AJ'fX ¢ Qr(y)

Comme £ st = AT ot par la définition de 1)' 11 vient
Nf-1fXéU(f-1(y)), c'est-a-dire(théoréme 15) £ (y) Eﬁ invf” fX
soit encore f-1(y) N ar~lex # ¢ ce qui équivaut bien &
yerar” £x. [

L'application f n'est pas nécessairement ouverte puisque
si V€ V(x) rien n'assure que f-1fVeéT](x) et donc & fortiori
rien n'assure que fV €'U}(f(x), c'est-a-dire f“1fVé£1}(f-1f(x».
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DEFINITION 10 : Nous dirons que f est compatible avec la

general-topologie ) de E si et seulement si
-\fer, f'1fU(x) < U(f-1f(x). (20)

THEOREME 22 3 L'application f est ouverte : (E,ﬂf)-ﬁm—%-(E',T)%)

si et seulement si elle est compatible avec v.

Démonstration. Comme fV €Vb§ f(x) équivaut a f-1fV€5'U'(f_1 f(x)),
la proposition Y x€E, ’q(\/E'U'(x), fVé’U’f(f(x)) qui exprime

que f est ouverte est exactement la condition de compatibilité (20)a’

Soit maintenant f une surjection ¢« E ——> E' compatible

avec la general-topologie {J de E.

THEOREME 23 : Les voisinages de f(x) dans l'espace (E!, ‘Uf)

sont en bijection par f avec les saturés des voisinages

de x.

Démonstration. f étant une surjection, ff-1 est 1'identité sur
SP(E'). Alors la continuité de f implique 1)}(f(x)92 £ U(x).
Mais f est aussi ouverte et on a donc @?(f(x) = f UV (x) et aussi
QJ}(f(x)) = f f'TfLKx) ce qui est la thése puisqu'en vertu des
considérations qui introduisent le théoréme 19 l1l'application f :
'Egatf(E)*-%> CP(E') est bijective.' On a démontré au passage

le corollaire suivant :
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COROLLAIRE: Le systéme des voisinages de f(x) dans (E',ij)

est 1l'image par f du systeme des voisinages de x.

THEOREME 24 : L'intérieur de l'image de X est l'image de

1'intérieur du saturée de X.

p =1, . =1
Démonstration. Par la continuité de f, f 11f Yeif Y.

Si 1'on fait Y = fX et en appliquant f aux deux membres de
l'inclusion, il vient i, fX ;;fif-1fX et on a méme 1'égalité puisque

f est ouverte.'

THEOREME 25 : Soit D un espace general-topologique et soit h

une application ¢ E'—>>=D. Alors :

1°) h est continue : (E',‘U})-—~a—D si et seulement si he f

est continue : (E,qj)=———a-D.

2°) h est ouverte : (E',qIf)——~—a>D si et seulement si hef

est ouverte : (E,i))———marDo

Démonstration., Si h est continue (resp: ouverte), alors hef est
continue (resp : ouverte) par le théoréme 4.1° (resp : 2°),

Il reste & démontrer les implications opposées,

1°) La continuité de hef s'exprime par VXGE, VVé (U(h(_f(x))),
f-1h-1V€U(x)o Or, par le théoréme 23, f'1h'1ve U(x) implique
v e l%(f(x)) et on a donc en écrivant y pour f(x), f étant

surjective, ¥ y€E!', YV v e Uln(y)), hnlve Uf(y), ce qui est la

continuité de h.
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. , ‘
2°) hef est ouverte si et seulement si V{xé=E, V’Véflf(x),

hfv e U (h(f(x)).
Soit Wéfiff(f(x)), c'est-a-dire, par le corollaire du théoréme 23,

W = fV pour un certain V€U (x). Alors hW = -hfV €
U (h(f(x))). On a donc, en écrivant y pour f(x), ¥ ye &',

vaé?i}f(y), hveU(h(y)), ce qui veut dire que h est ouverte.

Soit (E,%V) ) un espace general-topologique et R une relation
d'équivalence sur E. Le quotient de E par R étant noté %, soit
p la projection canonique de E sur son quotient. Posons,
si A€ E, RA géfsleax'eA: (x,x') € R }
et convenons encore d'écrire Rx pour R-{x} On a p(x)
Rx = p-1(p(x) PA —-{Rx[x eA} et p pA MU{Rx[xeA?- = RA.
Ulus généralement §CT9>(E), donc'ﬂ>( ) P (FP(E)) et l'appllcatlon
3>( 2)—= P(E) est exactement la restriction 8,33(“) de

l'operatlon U :Y(Y(E))—"P(B).

Notons QIR la general-topologie Q%, sur %--

DEFINITION 11 : Nous appellerons general-topologie quotient de {J

p 1'équivalence R la general- topologle'U’ . On dira aussi que

T}R est l'espace general-topologique quotlent de l'espace

(E,TI)

Les théorémes 19 & 25 s'appiiquent au cas particulier de la

surjection p ¢+ E ——>=> %. Certaines propriétés particuliéres de p

peuvent donner 4 ces théorémes une forme un peu spéciale.
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L'inclusion %-QZSP(E) est évidemment & la base de ces transfor-

. X . ) B
mations. On a vu que l'image inverse d'une partie de R est
simplement son union. Inversément la projection d'un saturé est
sa décomposition en classes d'équivalence .

Ainsi le théoréme 19 deviendrait :

THEOREME 19!' : Les voisinages d'une classe d'équivalence X dans

l'espace (%, 1ZR

des voisinages saturés de X dans E.

) sont les décompositions en classes d'équivalence

On pourrait réécrire de méme les théorémes suivants. Bornons-nous

seulement & ajouter :

DEFINITION 10!' : Nous dirons que R est compatible avec la

general-topologie Vde E si et seulement si
V¥ xeE, RU(x) < 1¥(Rx). (21)

(21) est évidemment la condition de compatibilité de p

On peut donc écrire

THEQOREME 22' : La projection canonique d'un espace (E,U) sur

son espace quotient (E, LfR) est ouverte si et seulement

si la relation d'équivalence R est compatible avec 1.




- 31 - 2-N

CHAPITRE 2

LSPACE m-TOPOLOGIGQUE., -

NOTE N. LES OPERATIONS F, G et H, SYSTEMES HEREDITAIRES 7T
ANTIHEREDITAIRES.

Nous allons introduire, pour simplifier l'exposé des notiomns
qui suivent et en particulier des notions de convergence, d:ux

opérations, F et G, sur les systéemes de parties d'un ensemble.

Soit E un ensemble,

DEFINITION 1 : Soit (June partie de .Q(E);

PY déf{x]x_c.:E%/EfAec[: aex . (1)
GQ{dgf(xlxgE‘d\ﬁew AOX £ gt (2)

Ceci définit deux opérations F et G :i}D(EP(E))»—*w3JTF(<P(E)).

Elles sont liées entre elles d'une maniére simple.

THEOREME 1: V’ X€E, JQ, < "3 (E),

XEFQL &> ~X4§Ge (3)

Démonstration : ACX &> AN~X=¢ _§
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THEOREME 2. F. vérifie les propriétés suivantes :

F¢=¢’ (4)

(2<¢(E), Fee 2, (5)
veret cete T(B), FRVUF e = F(@ U &) (6)
et  {@CI(E), FFR<FCe . (7)

Démonstration., Pour (4), F A< @ est impossible et donc

t!Xs;E, X¢ PP.(5) est évident puisque A=A. Pour (6) il suffit de
remarquer que [(f{Ae@L: A<X) ou (Fre & AEX)]_ équivaut
a HAeC’iU@t' : ASX., (7) est évident puisque YdX2A —>

Y = a. 1

F vérifie donc les axiomes d'une fermeture topologigue (au sens
o
habituel) sur J (E).

DEFINITION 2 : Nous dirons d'une partie F de J (E) qu'elle est

antihéréditaire si et seulement si

'V/X_C;E, (Fae€eF: X24) = XeF . (8)
On voit quef}rest antihéréditaire si et seulement si
F}?éQjﬁp nt les fermés de la topologie sur F(E) qui a F pour

fonctior. 1'adhérence sont exactement les parties antihéréditaires
de O (E).

DEFINITION 3 : Nous appellerons F & la fermeture antihéréditaire
de ¢cL,

F étant la fonction d'adhérence d'une topologie, on a
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THEOREME 3 1+ FCL est le plus petit systeme antihéréditaire de

parties de E qui contienne &,

Une topologie de ce genre peut &tre définie sur n'importe
ensemble D munie d'une relation transitive < en posant, pour tout
cec b, C = g dffiéﬂ)geﬂc:etl: c <’d} . Les fermés sont alors les
parties finales pour la relation « (voir pour la définition de
"partie finale" la définition 2-N'.3 et pour les propriités de
l'ensemble des parties finales comme famille de fermés le théorénc

2-N',1, et les considérations qui le suivent immédiatement).

S5i < est une relation d'ordre, la topologie ainsi obtenue
est appelde par Rourbaki topologie droite de l'ordonné (D, <)
(BoURBAKI [I] , § 1, exercice 1).

Pour donner une description plus complete de la topologie de
la fermeture antihéréditaire, nous allons en rechercher la fonction

d'intérieur et, de la, les ouverts et les voisinages.
’ y 3

La fonction d'intdérieur associde & F par 1-1{(3) est l'appli-

cation H : X (F(8)) ——= P(P(B)) : 2 ™™ HS on
HQ%&.{XW%UEQQF, (9)

en effet, 1-1(3) donne X€H&@ &> anpng&)sz. jet donc, par le
théoréme 1, X€EHQ <= nX €06 %(B)Q’ Or AE&G ==>n~XA £ ¢
é‘quivaut a8 A€X => A&, Par conséquent ~ X € 6*’\53(}3)@( équivar ¢
2 P ()< &,

On appelle héréditaire un syvsteéme J{¢ de parties de E tel gue

VﬁEZL'VXQE,XQH —= X&',
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c'est-a-dire tel que H }{ 2FC, Ainsi les ouverts de cette
topologie sont les parties héréditaires de 3 (®). Nous appellerons

H<¢ l'intérieur héréditaire de #&. C'est le plus grand systéme

héréditaire contenu dans (Z.
“P(X) est clairement le plus petit systime héréditaire
contenant X. Par conséquent €& est un voisinage de X si et seulement

si &7 (X)2ex.

Nous allons maintenant établir quelques propriédtés de F et

de G qui nous seront utiles dans la suite.

THEOREME 4 : Pour toute partie (& de J(E), G& est antihéréditaire.

Démonstration. Si Y2 X et si XeG&, alors YAec, ANY2 AAX
et donc ANY £ ¢ d'ol Ye& G@.l

DHXOREME 5 : Quelles que soient les parties (L et 8' de P(E),

les propositions

carcca, | (10)
PA'2F (11)
et F@'2 @ (12)

sont équivalentes.

Démostration., Par le théoréme 1, (10) équivaut a VXQE,
~VNXEF A => ~X4FQ, c'est-a-dire, en substituant X & n~X,
Y XCE, X€Fez —> XeF&@' et les propositions (10)et (11) sont

équivalentes, F & étant le plus petit antihéréditaire contenant
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2 (théoréme 3) et FA' étant antihéréditaire par .7:,& < F&!
implique FQ S F&!'.

Inversément, FG. ¢ Fq ' implique &2 €F&' par (5). Ainsi les
propositions (11) et (12) sont équivalentes. i

THEOREME 6

1°) les propositions

g €q,
feH, g € Fex, E €6 €z, (13)
H&# 8, F@ = P(E) & o@=

sont équivalentes,
2°) les propositions

Q= ¢, FQ= {, ¢ =2 (E)
E€F @& et dec R (14)

sont équivalentes.

Ces équivalences résultent immédiatement des définitions.

COROLLAIRES

1°) Une partie @& de 9°(E) est dense pour la topologie de

la fermeture antihéréditaire si et seulement si §§ €&4.

2°) Une partie (R de P(E) est rare si et seulement si

pea .

3°) Tout ouvert non vide est dense et tout forms différent

de 1l'espace 3 (E) tout entier est rare.
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Démonstration.

1°) ge@ <> Fcr=0"(E) est une des équivalences (13),

2°) Une des équivalences (13) donne g¢é&2 <=> ¢ €FQ. Une autre
équivalence (13) appliquée & F(Z donne ¢ Fex <= HFC = {.
Ainsi 1'intérieur de l'adhérence de ¥ est vide si et seulement

si péEcx.,

3°) 51 & est un ouvert non vide, Hx £ § et donc, par une des
équivalences (13), Fee = 3(E), Si X # O(E) et est fermé,
F& # P(E) et donc, par une des équivalences (13), J¢ & . &

est donc rare par le corollaire 2°, '

Balazs, Borsan, Froda-Schechter et Hamburg ont étudié
les opérations définies a partir des relations d'inclusion et
de disjonction et de leur négation. On y retrouverait les opérations

F et G entre gutres et les théorémes 1, 3 et 5 (voir Balazs, ...

[2] )

SYSTEMES RARES ET SOUS-SYTTEMES, =

Un systeme de parties de E qui est rare pour la topologie

de la fermeture antihéréditaire sera dit par abréviation systéme rare

sur E. Plus précisément, 1l'ensemtle

A ez {st|eeP©@ @) Vgea} (15)

sera le domaine de définition de la fonction dite convergence.

Nous oO1ettrons le plus souvent 1l'indice E dans la notation Q@E.

Si1 X est une partie de E, on dira qu'un systéme rare sur E est dans
X s8'il est aussi un systéme rare sur X, clest-a-dire si tous

ses éléments sont contenus dans X.
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DEFINITION 4 s Un systéme (R' de parties de E sera dit sous=-

systéme _d'un systéme rare (Z si et seulement s'il est

lui-méme un systéme rare et s'il est dense dans &,

La relation sous-systeéeme sera représentée par le symbole

sub. On a ainsi :

L tsub Co = & e A Mrazea . (16)

THEOREME 7 : | X<E, Yo eA,
XeG& <> J@'sub& : XeG&!'.

Démonstration. Si Xe€G®&, alors on a sub& et XeG.
Inversément Q'sub & implique GQR'€eG& et donc si R'sub &
et si Xec@', xec .1

Une variante de ce théoréme nous sera utile & plus d'un

endroit.

THEOREME 8 VXQE,\/@ cA
XeEGR <> J 'sub & dans X,

Démonstration. Si XeG&, alors {A NX } Aeé}.} est sub @
puisque ANXSA etANX # . D'autre part {ANX | A€}

est dans X par construction. Inversément =~ (' dans X implique
Xe€G@' et donc, par le théoréme précédent, J @ 'sub@@® dans X
implique X€GeQa. I
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FERMETURE ANTIHEREDITAIRE D'UNI APPLICATION, -

ooit qune application définie sur un ensemble D quelconque
et & valeurs dans (P(E)). Nous appellerons fermeture antihérédi-
taire de ) 1tapplication FU: D——>F(F(E)) : x -~ FU(x).
Nous dirons que(c’est antihéréditaire lorsque FU<CUYU. FU est la

plus petite fonction antihéréditaire dominant V.

Tout ceci vaut en particulier pour les general-topologies

sur E.

IJAGES DES OPLRATIONS F ET G, -

Donnons encore, en vue d'une utilisation éventuelle, les

propositions suivantes :

f-1XeFQ', > Xe Ff ¥, (17)

parce que A'.L:-f-1X > fAcX . De la

fFRcPe <> D Fre (18)
et commer FfR &<Ff&, on a en particulier

1

fTFfREF e | (19)

XeF@ => £ ' XeFf & (20)

Tacr X, De 12

Ghe P& = f'l@ch”& (21)

parce que A = X =—> [
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FR<FXR, on a en particulier

T lrae o Friie .

Xef@g == f XePFfCr
ASX => £ 'ASfT'X. De 12
R < Pa = fAcFfe
Fae< FQ, on a en particulier
fFex S Ffce |,
r lxec@m = xetf@
AAfT X £ @ e fANX £ §. De 12
TRt <> Beorea
Gfee<cGfer, on a en particulier
" eracea,

FXEG@ e XEG £ '@

FXOA ¢ «> XOf A £ @, De 12

fRct <> @QGI‘-1Q.,

Gf e G f-1<§t, on a en particulier

fofT@C GR,

XeG&x = fXeGfar
XNA g P = fXNnfa £ P. De 12
Bcoa = fRcGfx
G <G, on a en particulier
fGCacGf& .,

1Xer-1GL = XE€0GE

1

-
- -
£7laag

rrB ool = Race,

X # ¢ = ANX £ @. De 1a

2-N

(22)

(23)

(24)

(25)

(26)

(27)

(28)

(29)

(30)

(31)

(32)

(33)

(34)

(35)

(36)
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_§1‘° FONCTION DE VOISINAGE ANTIHEREDITAIRE.
INTERIEUR ET ADHERENCE MONOTONSS. AXIOME (m).
ESPACE m=TOPOLOGIQUE.,

S0oit E un espace general-topologique.,

THEOREME 1l: Les propositions

1" est antihéréditaire, (1)

i est monotone croissante (dans 1'ordonné
(?(E)sg—:) (2)

et a est monotone croissante (3)

sont équivalentes.

Démonstration. Les propositions X£Y = (x€iX == xeiY)
et XY == (XeU(x) => Ye U(x)) sont équivalentes par
1-1(1) et donc les propositions (1) et (2) sont équivalentes.
D'autre part, par 1-1(3), iX<iY édquivaut &8 nvaX < ~nany,
c'est-a~-dire a~X2an~Y. Alors, en substituant X a~X et Y &
nY dans VX et Y€E, XY =— iX<1iY, on trouve VX et YCE,
Xc¥f¥ — aXéEaY.lDans la suite nous dirons simplement monotone

pour monotone croissant.

La proposition (1) sera dite axiome (m) relatif &

la fonction de voisinage, la proposition (2), axiome (m) relatif

3 la fonction d'intérieur et la proposition (3), axiome (m)

relatif & la fonction d'adhérence. Un espace general-topologique

vérifiant 1l'un de ces trois axiomes sera dit simplement

vérifier 1l'axiome (m).
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DEFINITION l: Nous appelkrons espace m-topologique un espace

general-topologique vérifant l'axiome (m).
La general-topologie d'un tel espace sera dite aussi

m=-topologie.

Soit E un espace m-topologique.

THEOREME 2

1°) Un point x de E est intérieur & une partie de X de E
si et seulement si X contient tous les voisinages

de Xx.

2°) x adhére & X si et seulement si X rencontre tous

les voisinages de x.

Démonstration.
1°) Comme U(x) = FUHx) (axiome (m)), 1-1(1) devient x € iX
= XeFVU(x).

2°) x¢inX e« ~X¢FPU(x) par le 1° de ce théoréme., Alors,
par 1-1(4) et le théoréme 2-K .1, x eaX <= XGEGQj(x).l
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INTERIKUR ET ADHERENCE MONOTONES COMME CONT“EPT INITIAL DE LA
STRUCTURE D'ESPACE m-TOPOLOGIQUE, -

Soit E un ensemble. Considérons les ensembles

N 21 [ VeV 8 Uantinéréditaire (4)
et ﬁ‘m aZf {j f l f e_PS;'f monotone } ) (5)

Comme dans tout espace general-topologique on a a =).(i),
i= (V) et U= v (a) (voir 1-1(6) et ss.), le thdorzme 1 nous
assure que {U'El/éh == A U)e(f’m, que ie—‘En = l(i)é‘Fm

i

et cetera. En d'autres termes, les applications

A s Bl iy A(4),
Nt B2 FLsa N Ma),

My :X/;h_-—ei;; : U /Pﬁ%y(Q}) et cetera (6)

sont bien définies. Finalement le diagramme 1-1(14) se restreint

convenablement en un diagramme (7) entiérement.

(7)

1
A

commutatif. Le théoreéme 2 fournit d'ailleurs des variantes pour

les définitions defuh et de !
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THEOREME 3 : La structure de l'espace m-topologique est

déterminéedés gque 1'on se donne soit la fonction
de voisinage (arbitrairement choisie dans L/;h)’ soit
la fonction d'intérieur, soit la fonction d'adhérence

(choisies dans_F;).

I1 en sera de méme pour les axiomes ultérieurs pourvu que
l'on dispose d'un théoréme comparable au théoreme 1 pour l'axiome
(m). Dans la suite nous nous dispenserons de construire de tels
diagrammes et nous nous contenterons de donner de l'axiome envisagé
les différentes formes relatives & chacun des concepts initiaux

possibles.

AXIOME (L),

Soit E un espace m=-topologique.

THEOREME 4 : L'axiome (e) est encore équivalent a la proposition

\f’xe E, Ulx) £ 4.

Démonstration.ﬂj(x) # ¢ == 5 éQJ(X) est une des équivalences

2-8(13) pour U(x) = PUx). 1
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§9. LA CONVERGENCE DES SYJSTEMES RARES. -

Soit E un espace m-topologique.

DEFINITION 1 : L'application L :A ~ —>= 3 (E) : 2 7~ ¥ L&
ol L& = {x |{U(x)sFex ] (1)
déF

sera dite convergence de l'espace E.

Nous dirons que @ converge vers x ou que x est un point

limite de € si et seulement si xel&.

Ainsi L& est l'ensemble des points limite de &, Sauf
mention explicite du contraire, la convergence sera notée L dans

n'importe quel espace m-topologique,

THEOREME 1 : Tout sous-systéme d'un systéme rare convergeant

vers un point converge également vers ce point.

Soit & démontrer :VXéE,V&e‘/A , XEL& = \/@/'sub@,
x e La! (2)

Démonstration. If(x)§1F€181Cl§‘FG&' = If(x)giF(ii (en faisant

usage du théoreme 2-N.5 et de la transitivité de l'inclusion).'

THEOREME 2 : Un systeme rare (% converge vers le point x si et

seulement si on peut trouver, dans l'union de chacun

de ses sous-systémes OL', un systéme rare &" convergeant

vers X.
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Clest-a-dire : Vxe'u,\j@eﬂl
xelQ <> V/Ct'sub& Et Q"E/d dans U @ xel &" . (3)

Démonstration., x ¢ L& & Qlsub & == xeL&&', Comme &' est dans
@' i1 suffit de prendre C2' pour @'". Inversément supposons

que x4 L&, c'est-a-dire que FVe U (x) : ~Vve ¢ & (par le théoréme
2-N.1). Alors (théordme 2-N.8). T&'sub @ dans ~V.

Maintenant si (@" est dans O ', R" est dans ~V d'ou ~Ve& G &

et xd¢LQ". J

On remarque que x €L & <« @ sub UJ(x) par d4finition méme
de L. D'autre part si U/(x)e& ona xel¥(x) et si /U'(x)éggr,

rien ne converge vers X.

LA CONVERGEWNCE DES SYSTEMES RARES COMMIS CONCIPT INITIAL DE LA
STRUCTURE D'ESPACE m-TOPOLOGIQUY, -

Soit E un ensemble. Considérons, outre l'ensemble V

défini en 1-1(6), 1l'ensenble

Lzl s A—> FP®)}, (4)

Etant donné ’Uev, définissons LveL par l'équivalence
xel, & < (vVeE, ve U(x) = Vera, (5)
et de méme, étant donné L e L,, définissons UV, e VY par

ve U (x) < Nt ed, xe1®@ =» vere, (6)

Considérons maintenant les ensemble SZ. défini en 2-1(4) et

[ azedvlvela¥n veéririe (3)F (7)
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a

. [ - t ‘

Si L tXéh, L‘l/‘ est exactement la convergence de l'espace
m-topologique (E, U) pour laquelle (3) a été démontré et donc dans
ce cas LZ,?GLm" Mais en fait les démonstrations de (2) et (3)

n'utilisent pas le caractére antihéréditaire de (UL et on a donc,

V‘U“e"\[)
e [ (8)

L
v
On a de méme, V/L

VeV, (9)

puisque si W= V, alors VE Fa == WeF&r et donc V€& UI X )
= We U (x).

r
On peut encore construire au moven de (6) un Q} e\«
I)v
4 partir de L €i y» Nous écrirons ‘T)Lv pour éviter de trop longues

suites descendantes d'indices. Par (9) on a UI o € v-a“-'

THEOREME 3 ¢ (UL’U' est la fermeture antihérédiraire de L.

Démonstration. V€ U(x) implique V/Qé‘#, xel& => VeTF& et

done V)< rUL‘U' D'autre part, supposons V& F{/(x). Alors ¢¢Uﬁ(x)

et donc {U(x)e%q , d'on xeLv(l) (x). On a ainsi simultanément

xeLv"U'(x) et V¢ FQi(x). Par conséquent VE (UL,U,(X). Finalement
- = . X . _ =

U< W}LU__ FAJ) d'oh la thése puisque (UL'I} XZah, '

{ULU' est aussi le plus grand élément de—y qui ait la méne
fermeture antihéréditaire que V. or si PU= F U, L’U = |

L]
U

Par conséquent :
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THEOREME 4 : U est le plus grand des éléments V' de N

LV

tels que L'U' = Lv.

THEOREME 5 3 Ur- (ZJLJ si et seulement si U est antihéréditaire.

Cela découle immédiatement du théoréme 3.

On peut de méme construire L,UTE-[_4 a partir de

v N/

L

THEOREME 6

1°) L = L 4,

2°) LUL est le plus grand des ¢éléments de L' de I_,

‘-ﬁ
tels que 'UL = (K/L‘ .

Démonstration.

1°) VEUL(X) —= V@ffé’ , X€L3 == Ve FAR, En portant ‘I)L
5 1a place de U dans (5) il vient

xeLUL@ <> vaE, (\j/@e&,xeLD% —> Ve FG3) = Ve F&p,
(10)

Supposons maintenant xe€ L%, Alors \7@3674, x el 02
= VeF(R implique V€ F&. Et donc, par (10), xe L"VICL
20) 81 U

L
a L'< L'UL' Inversément 'U’L UL~ UL par le théoreéme 5.'

UL" alors L’U’L = LQjL' et comme L'_GL,UL, on
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T
DOFINITION 2 ¢ Un élément L de L4 est dit maximal si et seulement

si Yurel,, U, =U, == veci.

THEQREME 7

. .
1°) Lyyp, €5t maximal.
2°) L = L,UL si et seulement si L est maximal.

Démonstration.

1°) Si Y)i, = TJLqTL alors QJL, = Q)i par le théordme 5,

Alors,par le théoréme 6. 2°, L‘E?quL.

° i ng X1 = ' = U
2°) Si L est maximal, L L(UL puisque TJLWJL JL et
est maximal.[

L 2 L. Inversément L

UL UL

THEQREMIE 8 ¢ L est maximal si et seulement ei L vérifie 1la

proposition (3).

LEMITE: Si L vérifie (3}, alors L vérifie (2).

Démonstration du lemme. Supposons xel & et B'sub&. Alors, la
relation sub étant transitive, Vﬂﬁg'sub<ﬁf nn a aussi B'sub 2.
Donc, si L vérifie (3), Y 33 tsub e, IC3" e /‘4 dans W2
xeLB" ce qui, par (3) encore, est précisément xelLer'.

Nous sommes donc autorisés, lorsque nous supposons (3), & utiliser

(2).
Démonstration du théoréme. Li)LE:z;m' Donc si L est maximal,
L = Lgyg (théoréme 7.2°) et L vérifie (3), D'autre part on a

toujours LEQLQJL (théoréme 6.1°)., Il reste donc a démonter que
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si L vérifie (3), alors L2Lg, . Pour ce faire, transformons
d'abord (10) en substituant X & ~V, en retournant 1'implication

et en passant de F 4 G par le théoréme 2-Nl. Il vient ainsi
xeLULQ_ e=> VXCE, X€ta = 3656,4: X & Lﬁ@){eco‘é. (11)

Supposons maintenant xé& LUL& et &'sub &, donc C&'C G&. On
a U@'eG@' et donc V&' eC&. Alors, par (11), o3& A :
xelpd SJUQ'éG@. De la, par le théoréme 2-N.8, T EL"subOd
dans ¥ @' et si L vérifie (3) on a, par (2), xeL&",
Finalement V/Q_'sub@c,ﬂé}" dans P <' ¢+ x€L&" ce qui est,
par (3) encore, xe L&. ¥

THEOREME 9 : Etant donné une application L :}%—w~f>-§FTE) vérifiant

la proposition (3), on peut trouver un et un seul espace

m-topologique dont L soit la convergence, c'est (E,?)L).

Démonstration. La convergence de l'espace (E,[]L) estL1)L.

Or L, vérifiant (3),est maximal (théoréme B8) et donc {théoréme
7, 2°) L = LUL.
(E,U") alors L = LU,,° 17" étant une m-topologie, VL g = (X
(théoréme 5) et donc QJL = e, §

Si L est aussi la convergence de 1'espace

RELATIONS DL LA CONVERGENCE AVEC LS AUTRES CONCEPTS DE LA
STRUCTURE D'ESPACE m-TOPOLOGIRUE, -

THEOREME 10 ¢ Soit E un espace m-topologique. On a les

propositions suivantes
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xel& <= VVc_;E, ve U(x) = Ver, (12
v el (x) @V/&ex‘i, xe€l& == VeF&, (13)
Xel @ o= TXcE, xeiX => XeF@, (14)
X €iX <> V‘&EA, xelL& == XelPfen, (15)
X€L& <= VX<E, X€0€Z => xe aX, (16)
xec aX w\f@eﬁﬁl: xec %  xeL@ (17)
et xe alkXx 4:&5&6_74 dans X : x €L&. (18)

Démonstration. (12) est essentiellement la définition de L. Le
second membre de l'équivalence (13) définit ffi. Par le théoréme 9,
(E,l}L) est le seul espace dont L soit la convergence et donc

U= i)L ce qui démonire (13). On passe de (12) & (14) et de (13)
2 (15) en faisant usage de 1-1(1). De méme (16) se démontre &
partir de (14) au moyen de 1-1(3). Il vient ainsi xelL&@

= VX_C_ZE, X €an => XePFP&, On passe & (16) en substituant
X & n~X et en passant de F & G par le théoreme 2-N.1.

De méme le second membre de (17) est la négation de 1'expression
par (15) de xeinX. C'lest donc bien x ea X, (18) n'est qu'une
variante simple de (17) en effet ¥ € <X implique X€0G & et inver-
sément, si X€(G&, alors (théoréme 2-N.8) F Q'sub @ dans X; si
x€L&, xel &', |
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& 3. QUVDRTS BT FERMES

Soit E un espace m~-topologique.

THEOREME 1 s

1°) Si ¢ est une famille d'ensembles ouverts, alors U &F

est un ouvert.

L oy
2°) Si & est une famille de fermés, alors .f est un

fermé.

Démonstration.

1°) Supposons X eU@, clest-a-dire JO€ @: X e O,
Comme () est ouvert, xe(U == xeil et donc, i étant monotone

xe?) => xeill®. Ainsi x e U = xe—iU@.

2°) {ﬂJF’iF‘éu?iF est une famille d'ouverts (théoréme
1-1.3) et donc n.F - NU-{N F lFé?'} est le complémentaire d'un
ouvert par le 1° de ce théoréme. Alors (théoréme 1-1.3) nF

est fermé, '

THEOREME 2 :

1°) Si un ouvert U est contenu dans 1'ensemble X,

il est également contenu dans son intérieur.

2°) Si un fermé F contient X il contient dgalement son

adhérence.



Démonstration.,
1°) i étant monotone, O s X = i Oz iX, Or (O est ouvert done

OCcimetOCl X = 0<iX.

2°) De méme si F est fermé F2X == F2aF=aX. l

THEOREME 3

1°) F est fermé si et seulement si tout systéme rare dont
F rencontre tous les éléments a ses points limites

dans F.

2°) F est fermé si et seulement si tout systéme rare dans

F a ses points limite dans F.

Démonstration. Soit & démontrer

l°) F fermé —> }7/&6/4, FeG€2 —=> L&ISE (1)
et (b[@ 6)‘4 , FetQ = L&Q<CF) == F fermé (2)
2°) F fermé —> vk2,€54 dans F, L& CF (2)
et (V&GA dans F, L&<F) == F fermé (4)

Par 2-2(16), xe¢l@Q —= (Fe€G& == x aF). Si F est fermé,
aFcF et donc xeLQg) FeGeg — xeF, ce qui démontre (1)
Alors on a aussi (3) puisque & dans F implique FeCG&.

Par 2-2(18), x€ aF &= @ dans F : xe L&. Alors si "’L/Q,
dans F, LQCF et si J&p dans F : x€L@ on a x < F,

Ainsi xe &F —=> x<F et F est fermé. On a donc (4). Alors on a

aussi (2) puisque & dans F implique FeGe et donc 3{@ e}u?,

PeGe == LQSP implique V@ ed,E dans P == Lep<sr. B
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CONTINUITE, -

Soient (E, V) et (E',%') deux espaces m-topologiques
et f une application : E —— E'. Notons &' et L' la fonction

d'adhérence et la convergence de l'espace (E',U"').

THEOREME 4 : Les propositions

VXQE,L&xgawm (5)
et v%a«zjikE, fFLECL' F&. (6)

sont équivalentes a la continuité de f.

Démonstration., Par le théoréme 2-1.2.2°, (5) équivant &
VXQE,xesmﬂx):¢>fxes{ﬂuxﬂ),

et la proposition 1-2(1) transformée par le théoréme 2-N.5 est

VxeE, xecU(x) = xec £ U1 (£(x)).

!
Or, par la proposition 2-N(29), fXeG U (f(x)) équivaut précisément
_ )
2 xeq £ (£(x)).

2° On peut développer la proposition (6) par la définition de L
1
en V/xe E,V/@’, éfQ’E, U(X)QF@, => O} (f(x))e< Ff&,

c'est-a-dire, par la proposition 2-N(18),

Yxex, Ve d, Unera = ' tGer@. (D)

Si 1'on suppose la continuité de f on a évidemment (7). Inversément,
soit xe E, ou bien U(x) = PP(E) et donc f est continue en x,

ou bien {théoréme 2-N.6.1°) t}(x)€QQ$E° Dans ce dernier cas,

si 1'on suppose (7), on a f-11fj(f(x))EEF1/(x) puisque U(x)< F Ylx)

et f est donc encore continue au point x.'
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THEQOREME &5 ¢ f est fermée si et seulement si
\%@éﬁE, &< L. (8)

Démonstration. Par 2-2(16), yelL'f & &> {{Y<E', YeGf@

—~ y & a'Y. Alors si X<E et Xe0&, fXeGf(2-N(32))., Si

1'on suppose ye L'fE&, FXeGf& =2 y « a'fX et, si f est

fermée, y « faX. Alors Fx e:f—1(y) : x & aX. On a ainsi

%XEE, X6EG& = xe aX, c'est-a-dire, par 2-2(16) encore
xel & et donc y e f L&, Inversément, par 2-2 (18), y e a'fX

— 3635/4E, dans fX : yeL'®. Mais O3 dans fX impliquant
fX e GO implique aussi XeG 3 , par 2-N(29). Comme X est dans
Imf, f f7IR -G ., si 1'on suppose (8), yéL'ff-Lﬁ :;3(—:;“_,{—63 el
= xe—f-1y . xelL £ 03, Ainsi y € a'fX implique EQ’.E/{"E : XE€EG&e
éizxeiLéi(en ltoccurer.c:y £ (3) c'est-a-dire, par 2-2(17),

xeAaX et done yef aX.I

Soient (E,1}) un espace m-topologique, (E', /') un espace general-

topologique et f une application : E —E!,

THEOREME 6 : f est continue : (E, U )———> (E', V') si et

seulement si elle est continue : (E,V)- —= (E',FU').

Démonstration. On a f-1‘[)'(f(x)) < r'F U (f(x)) et, par 2-N(22)

RO (e(x))= P £ U (£(x)). Adnsi £ U (£(x)) et £TF U (£(x))
ont méme fermeture antihéréditaire. Alors comme 1/ (x) est supposé
antihéréditaire, f-1U'(f(x))_<_3.{U(x) si et seulement si f-1FU'(f(x))
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Soient (E,QJ) un espace general-topologique, (E',QI') un

espace m-topolotique et f une application : E—— k',

THEOREME 7 s f est ouverte : (E,U) —=(E', ') si et seulement
si elle est ouverte : (E,FU)——— (E', ).

Démonstration. On a fP(x)=fFPU(x)c PFY(x). (cette dernidre
inclusion par 2-N(25) ) et dore fU(x) et fFU(x) ont méme

fermeture antihéréditaire. Alors, t?'(f(x)) étant antihéréditaire,

fU(x) € VU'(f(x)) équivaut a fF Y(x)< U (£(x)). |

COMPARAISON DES m-=TOPOLOGIES.= -

Soient U et W' deux m-topologies sur un ensemble E. Nous

noterons L' la convergence de l'espace (E,Ut),

THEOREME 8 : {Uest plus fine gue 4J' si et seulement si
YareA, racira . (9)

Démonstration. Uest plus fine que O si et seulement si 1'identité
sur E est continue : (E,U)——= (E,U'). Or (9) est simplement

1'expression (6) de la continuité de 1'identité. N
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RELATIVISATION, -

Soient E un e space m-topologique et D une partie de E.
La general-topologie Q/B induite sur D par la general-topologie
de E est évidemment une m-topologie.
En effet soit x€D et W< D. Si W=2VAD ot Ve U(x), alors

W= WD pour un certain W' contenant V.

DEFINITION 1 : Nous appellerons m=topologie induite sur D par

la m-~topologie de E la general-topologie 175 induite sur

D par cette m-topologie.

On a toujours la formule 1-2(11) du théoréme 1-2,10 mais
toujours pas nécessairement 1'égalité puisque le contrexemple fourni

était un espace topologique (donc en particulier m-topologique )

Au contraire on a maintenant 1'dgalité dans 1-2(12).

THEOREME 9 : L'adhérence induite d'une partie X de D est l'inter-

section avec D de 1l'adhérence de X dans l'espace E.

Démonstration. Appelons aq l'adhérence dans (D,TfD) et, pour

G2 <P (D), GDé?,dz;f{"x | xcd Yae®2, 40Y £ ¢ . Soient xeD
et X&D, 2-N(29) donne XeGDj"1U(x) > JjXeGl(x). Mais
j—1U(x) = UD(x) et j X = X. On a donc X€G UD(x) => Xe6t{U(x),

c'est-a-dire, par le théoréme 2-1.2.2°, x € g, X <= X ¢ aX.

D

Comme x € ayX => xeD on a bien aX = aXnNp.
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THEOREME 10 3 L'ensemble des points limite dans l'espace

(D, C%) d'un systéme rare @ sur D est l'intersection
avec D, de l'ensenble des points limite de & dans

l'espace E.

Démonstration. Appelons L. la convergence de l'espace (D,i)D)

et, pour & <€%(D), FD@,zgf{xlxgnfﬁlaAeaz Ac_:x} .
Soient x €D et @,éAD, 2-N(18) donne j-1U(x)§-IFDQ, =
VUlx)eFj.

On a donec “UD(x)S_?FD& = U(x)cF@, clest-a-dire xELDé‘fL

< XelL&. Comme xeLDQ => xeD on a bien LDﬁ=LQ,ﬂD.|

THEQOREME 11 ': L'injection canonique d'inclusion j : D——=EF

est fermée si et seulement si D est un ensemble fermé

dans E.

Démonstration. Si D est fermé et si XD, aXxcD (théoréme 2.2°)
et le théoreme 9 donne aDX = aX, c'est-a-dire, puisque jJ

est 1l'identité sur D, ajX = ja,DX. On a donc en particulier

V X<, ajX € ja g

si j est fermée, a D € a.D et comme a.,DE€ED ona aD&ED et D

X, c'est-a-dire j est fermée. Inversément,

D D
est fermé. |
COROLLAIRES.
1°) D est fermé si et seulement si b/XSZD, a . X = a X,

D

2°) D est fermé si et seulement si VC_‘E& 654 ) LDC’;&.‘= L&
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Démongtration.

1°) L'inclusion apX € aX a lieu par le théoréme 9 et 1'inclusion
opposée équivaut & j est fermée, clest-2-dire (théoréme 11)
D est fermée,

2°) L'inclusion L. €L & a lieu par le théorgme 10 et l'inclusion

D
opposée équivaut & j est fermée (théoreme 5)..

SYSTEMES FONDAMENTAUX DE VOISINAGES. -

Soit (E, ) un espace m-topologique. Si W est une
application : E-*-éPEP(QD(E)) telle que F W=V on peut caractériser
entidrement la structure de l'espace (E,1}) a partir de W en édcrivant

partout F au lieu de UJ. Dans certains cas on pourra méme écrire

W) pour U,

DEFINITION 2 :

1°).ﬁ; est un systeme fondamental de voisinages de x si
et seulement si F.8 = U(x).

2°) 1b}est une base locale de la m-topologie 1 si et seule-

ment si W est une application : E — =3P (F(8)) qui
associe & tout point x un systéme fondamental W (x),
clest-a-dire si PW =V,

THEOREME 12 ¢ Un point x adhéere a l'ensemble X si et seulement si

X rencontre tous les éléments d'un systeme fondamental de

voisinages de X.
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Démenstration. G@&= GF& par le théorégme 2-N.5. Alors si F.2
= UJ(x), 63 = ¢cU(x) et par le théoreme 2-1.2.2°, X&€ G2

<> xea){.l

THEOREME 13 : x est point limite du systéme rare &

si et seulement si la fermeture antihérdéditaire de &

contient un systéme fondamental de veisinages de x.

Démonstration., D<F & <> F5 £FP&par le théoreme 2-N.5.
Alors si P2 = U(x), <L FQ e U(x)<Fer, clest-a-dire
g(.-_: F& == XéLao '

Soient E et E' deux espaces m-topologigues et f une

~E', Soient 2 un systéme fondamental de

application : E
voisinages d'un point x de E et & ' un systéme fondamental de

voisinages de f(x).

THEOREME 14 ¢ f est continue au point x si et seulement si

1'image inverse par f de tout élément de B' contient

un élément de /5.

1VezF45

et on peut démontrer, comme pour le théoréme 6, que cette

Démonstration. La these peut s'écrire 1%Vé/5', £

proposition équivaut & YVe P!, £y e FY ce qui est bien la

continuité de f au point x. '
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m-TOPOLOGIL ASSOCTIHE A UMl general-TOPOLOGIN. -

S0it E un ensemble., Une base locale de m-topologie est
elle-méme une general-topologie. Ceci conduit & associer uc
maniere naturelle une m-topologie & une general-topologie, &

savoir : interpréter la general-topologie comme une base locale.

DEFINITION'3 : Nous appellerons me-topologie associée a une

general-topologie 77 la m-topologie FUF,

Nous dirons aussi que (E,FU) est l'espace m-topologique

associé & 1l'espace (E,U ).

La m-=-topologie associée étant une fermeture antihéréditaire,

on a le 1° du théoréeme suivant

THEOQREME 15 ¢

1°) La m-topologie associde & une general-topologie est la moins
fine de toutes les m-topologies plus fines que cette

general-topologie,

2°) La fonction d'intérieur de l'espace m-topologique
associé a un espace general-topologique est la plus
petite de toutes les fonctions monotones croissantes
Y (E) ——> P (E) dominant la fonction d'intérieur de

cet espace general-topologique,

3°) La fonction d'adhérence de l'espace m-topolocgique
associé est la plus grande de toutes les fonctions
monotones dominées par la fonction d'adhérence de

l'espace general-topologique.
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Némonstration,

1°) Soit iU la fonction d'intérieur d'un espace general-topolo-
gique (E,V ) et soit ipy celle de 1l'espace (E,FU ). Supposons
itz i et i'égfi. Alors (théoréme 2-1.3) i' est la fonction
d'intérieur d'un espace m-topologique (E,i*') et, par le théoréme
1-2, 5, YV'2U . Alors (1° de ce théoréme) VU'2 P et i'2 S

2°) Soit a_,_la fonction d'adhérence de l'espace general-topologique
(E, V) et soit ap, celle de l'espace (E,FU ).

Supposons a'< a et a'elE;. On a, comme au 2°, a'<c & i

Soient (E,J) et (B', U') deux espaces general-topologiques

et f une application : E -—= k!

THEOREME 16 : Si f est continue : (B,y)-——=(B",1,'), alors

f est continue pour les espaces m-topologiques associés,

c'est-a-dire f est continue : (T, FU}) ——= (E',FU!').

Démonstration. f est continue (E, F¢}) —— (E', ') parce que
F{) est plus fine que U (théoréme 1-2.7.2°). Alors f est continue
(B, FU) —> (E, FiJ') par le théoreéme 6. K

On passe tres facilemcnt d'un espace general-topologique
& l'espace m-topologie associé dans 1'étude dea rapports entre les

différents concepts initiaux possibles lorsqu'on emploie de "mauvaises
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définitions" Ainsi, par exemple, si U est une general-topologie sur

E, la fonction aHJ définie par

t > ro-
xeaUXdé Xe 6 U(x)
n'est pas la fonction d'adhérence de l'espace {¥,7}) mais bien

(théoréme 12) celle de 1l'espace m-topologigque associé,

De méme, si 1l'on utilise 2-2(5) pour essayer de
définir une convergence dans un espace general-topologique, 1la
fonction Lﬂj ainsi obtenue est en fait la convergence de l'espace
m-topologie associé. En effet, L., est maximal (2-2(8) et Eifgyﬁmew2-2.8),

(théoreme 2-2.7.2°). Oor VU ., = FU (théoréme 2.2.3) et donc vy

= L Cette "convergence" serait commune & tous les

L .
v FU

espaces general-topologiques qui ont méme espace m-topologigque

associé et ne pourrait donc pas €tre considérée comme caractéristique

de la structure d'espace general-topologique.

Tout ceci illustre le fait, d'ailleurs bien évident,
que le passage & la m-topologie associée confond plusieurs
general-topologies. Il y a la, en un certain sens que nous

allons préciser maintenant, un processus de quotient.

L'ENSEMNBL:E DES m-TOPOLOGIES SUR E COMHMI CUOTIENT Dii L!'EUNSEMBLE
DES general-TOPOLOGIES SUL E,

Les considérations de l'avant-derniére section de 1la
note 2-N font apparaitre 1'opération F comme une application :
-&7-w—-9: ah : U 7 Y FQ). Cette application est en fait une

y . s . . : . 7
rétraction de 1'injection canonique d'inclusion de.xﬁah dans
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puisque, si qj'est antihéréditaire, FU = U . C'est donc une
surjectionwfigh apparait donc comme un quotient de S&rpar
F en ce sens que chaque classe d'fquivalence pour la relation

(F1) = FU') a un et un seul représentant dans TV; clest la

h,
fermeture antihéréditaire commune de tous les éléments de cette

classe d'équivalence,

On peut aller plus loin et faire apparaitre F comme
un fonecter surjectif de la catégorie des espaces general-topologiques

sur la catégorie des espaces m-topologiques.

LA CATEGORIE DES ESPACES m-TOPOLOGIQUES COMME QUOTIENT DE LA
CATEGORIE DS ESPACES genergl-TOPOLOGIQUES. -

DEFINITION 4 : Nous appellerons morphisme d'espaces general-
topologiques tout triple (U, f,1)') tel que

1°) U et U sont des general-topologies — soient E
le domaine de UJ et E' celui de I)'—_;

2°) f est une application continue : (E,If) ~— (B UYr),

On va définir le produit de la maniere évidente.

DEFINITION 5 ¢ Deux morphismes (U,f, Ur) et (W,g,W') seront
dits composables si et seulement si A)' = W .
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DEFINITION 6 : Si (Q}}f,i?) et (Tﬁ,gyﬁy) sont deux morphismes

composables, leur compgosé est défini par

(U’f;{}') * (w’ g’w-') 3éf (U,f*—g,W') (10)

Cette définition a un sens en effet =} implique
en particulier dom U' = dom W et donc f et g sont composables
pour le produit de composition habituel. De plus le composé est
encore un morphisme d'espaces general-topologiques par le

théoréme de composition des fonctions continues 1-2.4.1°.

DEFINITION 7 : Nous appellerons catégorie des espaces general-

topologiques la classe G; de tous les morphismes

d'espaces general-topologiques munie de la loi de

composition * définie par la proposition (10).
Vérifions que c'est bien une catégorie,.

I. Quels que soient les morphismes (1 ,f,{ '), (%},g,%}') et
(¥ ,h, '), les propositions

a) (V,r,Ur) et (W,gW'") sont composables &)(@J}g,hj') et
(X ,h,2 ")sont composables.

b) (U, f, U') et (W,g, W) * (%,h, ') sont composables.
c) (V,r,Ur) » (Ldlg,ﬂd“) et (X¥,h,X1') sont composables.

sont évidemment équivalentes.
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II. Lorsque ces composéds sont définis,

(Usf’U') * E(uj"g"hj') * (X',h,.;&" )j = [(‘L/F!f! U')*('&),g,’&f'ﬂ
* (¥,h,X '), puisque les deux membres sont égaux &

(U’f*g*hs-%')'

DEFINITION 8 : Un morphisme (U ,f, U') est dit neutre si et
seulement si, V(‘U),g,&}') & 5,

1°) lorsque (Tbﬁg,iﬁq) est composable & droite
avec (U,f,(Ij'), alors ("I/,f, Ul)*(»u/—’g’u)-!) =
((wu,g,w');

2°) lorsque (W,g,W"') est composable & gauche avec
(U y Iy U")s alors (?ﬁtg,W')*('i),f,U') =
(W,g,"w").

ITII. Pour chaque (4J,f, 1)) dans g:, il existe un morphisme neutre
composable & droite avec (V,f,U ') —C'est (YU'. 1, 9!') ol
I est 1'identité sur dom AJ' — et il existe un 1. :tre
composable & gauche avec (%, f,U') —c'est ({,1,V) on 1

est 1'identité sur dom U ~—.

On peut d'ailleurs montrer gque tout morphisme neutre est de
la forme (4,1,U)
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THEOREME 17 ¢ Un morphisme (ff}f, T}') est neutre si et seulement

si U=9U"' et f est Tridentité sur dom U .

Démonstration. {(4J,I,V)) est évidemment neutre. Inversément

(U, I,V) et (L, £,U"') sont composables, Donc, (V,I, ) Stant
neutre, (,I,U)* (U,r, Ur) = (U, f, U") | . Si d'autre
part on suppose que (1},f, V') est neutre, (1),I,U)*(V), £, U') =
(VU,I,V). Par conséquent UV=U' et £ = I.H

DEFINITION 9 : Nous appellerons morphisme d'espaces m-topologigues
un morphisme (J,f, U ') de (%, o U et VU'tgont des

m=topologi es.

DEFINITION 10 : Nous appellerons catégorie des espaces m-topologiques

la classe QOZde tous les morphismes d'espaces m-topologiques
P P P B

munie de la loi * restreinte de Q}.

THEQOREME 18 : V7 est une sous-catégorie de é} v

Démonstration. S5i (mf,I,LJ) est un neutre de { composable avec un
'

é1ément de Al ,alors U est une m-topologie et donc ({,1,V)e M.

De plus, On,est stable pour la loi *. .

En identifiant un morphisme (QJ,I,Q)), neutre dans 3

-

avec l'espace (dom%},i}) on voit que les espaces general-topologiques

peuvent &€tre considérés comme les "objets" de la catdgorie des espaces
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general-topologiques ce qui justifie cette appellation pour E? .

De méme les espaces m-topologiques apparaissent comme les "objets"

de la catégorie des espaces m-topologiques.

THEOREME 19 3

1°) L'application F :g;*m*g>‘7ﬂ définie par
F(U,f,U) 1Zf (FU,f, FU') est
un foncteur de ia catégorie 62 dans la catégorie Y.

2°) Ce foncteur est surjectif.

3°) Ce foncteur est fidele.

Démonstration.

1°)

L'image d'un neutre ( U,I, ) de C; est (FY,I,FU) neutre

de ‘M . D'autre part, si (U,f, U') et (Whg, W' ) sont
composables, alors F({,f, U"') et F(1,g,W") sont
également composables. De plus F(U ,f, V')* F(UW,g, W) =

F [:(Q},f,if')*(%ﬁ}g,ﬁf'Xj , en effet -es deux composés sont
égaux & (P, f*g,FU).

F est surjectif puisque c'est une rétraction du foncteur

canonique d'inclusion de W] dans é% : si (U,r,U)ed?, alors
. ¢

P(U, £, V) = (U,r, U).

Appelons Hom (9}, (J') 1'ensenble {f(tf,f,if‘) 1 (1},f,1f’)¢7§; }.
Alors la restriction du foncteur F & Hom (U, U') est injective,
en effet soient (U,f, V') et (U,g, V') € Hom (V,U"'), si

£ £ g, alors F (U,f, V) # ®(U,e, ). |
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m=-TOFOLOGIES I'ROJECTIVE T PROJUIT, -

Soient E un ensemble et {(Ei, U,) [ ieI t une famille
d'espaces m-topologiques. Pour chaque i dans I, fi est une

application : E “"“4’Ei.

Une m-topologie W sur E rend toutes les fi continues
si et seulement si elle est plus fine que la general-topologie
(fi,lﬁi)- projective (théoréme 1-2.12). Or FV est la moins
fine de toutes les m-topologies plus fines que ¢ . Ceci démontre

le théoréme suivant :

THECREME 20 ¢ Une m-topologie sur E rend toutes les fi

continues si et seulement si elle est plus fine que
la m-topologie associée & la general-topologie (fi,lfi)-

projective,

DEFINITION 11, Nous appellerons m=-topologie (fi,ﬂfi)- projective

sur E la m~-topologie associée & la general-topologie

fisﬁg)—progectlve.

Par le théoreme 20, c'est clairement la moins fine de
toutes les m—topologies'ﬂf sur £ qui rendent touteg les fi

continues : (E,Qﬁ)-—-%>(Ei, CZJa

THEQOREME 21 : Soit D un espace m-topologique et f une

application ¢+ D—>E., Alors f est contine: D -—= (E,FLT)

UN

si et seulement si toutes les applications composdées

fiaf sont continues : D w—#ép(Ei,‘bt).
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Démonstration. Par le théoréme 6, f est continue : D ——(E,F 1)
si et seulement si elle est continue : D —= (E,U ) et (théorzme
1-2.13) elle est continue : D — (E,)) si et seulement si
toutes les fio f sont continues : D “*—5>(Ei, $Z). l

Un cas particulier important est celui ol E est le produit
cartésien des E,. Soit donc encore-{(Ei,i)i))fiélj} une famille
d'espaces m-topologiques., Appelons E le produit )<J{Ei lj.éi[}
et Py la projection : E——>E | :x Al x k du produit sur son

e
k~ composant.

DEFINITION 12 ¢ Nous appellerons m-topologie produit des m-topologies

Q}i la m-topologie (Iii,(U;) - projective,

C'est, par le théoréme 20, la m-topologie T Uassocide & la
general-topologie produit 4. On dira encore que (E,FU) est

1l'espace m-topologique produit des espaces (E%,qji).

THEOREME 22 : Dans l'espace m-topologique produit (B,FV) :

1°) Un point x du p.oduit E adhdre & 1l'ensemble X si
et seulement si chague projection de x adhére & la

projection correspondante de X,

2°) Un point x de E est point limite du svstéme
rare G si et seulement si chaque projection de x

est point limite de la projection correspcndante de &,



Démonstration.

1°) x€ aX «—=> XeGU(x) par le théoréme 12.
Si Xe G (x) alors en particulier X « Gp-LQJk ka:) puisque
Ux)2 p ', (xy ). Mais par 2-N (29), X G pp’ U, (x),)
équivaut & p XeG Q}h(xqz) ctest-a-dire x, & app, X
Inversément, comme X, & P, X ®divaut & XeG P;ﬂ Vﬁe(xk ),
'k/iél, X, € Ay r)iX implique X e GU{ 2 ;1'Ui(xi) {ié’I} .
clest-a-dire Xe G Y(x).

2°) Par la continuité de Pi s V%Q,QF%E, PRLGZQ;LQ,FRéi‘ et donc
xe L& implique x € L, p G . Inversément x e];kpk_éi,,
clest-a-dire Uk(xk )C_:,FPRGZ, équivaut, par 2-N(18), &
>~ U .(x, )SF&. Si maintenant ¥i€I, x.eL, p. @, alors
=3 11-\ f2 i i i
v .5!‘:) ; ‘Ui(xi) [ ieI}Q Fer, clest-a-dire U (x)¢ F&, soit encore

xe L& |

nm=-TOPOLOGIE FPROJECTIV DE m-TOPOLOGIES ASSOCIEES., -

Soit E un ensemble. Soient {(Ei,’b’"i)} ieI} une famille
d'espaces general-topologiques et les fi des applications : E —>= Ei’

Consiiérons sur L les trois general-topclogies suivantes

U, la general-topologie <fﬁ’Ui)— projective,

U‘, la general-topologie (fi,F Ui)—projective,

et la m-topologie (fi,Fifi)-projective, par définition

Fogr,
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THEQREIE 23 : La m-topologie projective F{/' des m-topologies

F’{}i, associées aux general-topnlogies 1)i’ est la

m-topologie associée a4 la general-topologie projective 1

de ces general-topologies Q}i.

Démonstration. Comme f. continue: (&, F{)')-—_w%>'(Ei,F{Ji)
équivaut & f continue : (E,F?f‘)-m—wér(ﬁi,1}i) (théoréme 6),

F{' est aussi la moins fine des m-topologies‘LU'sur ¥ qui rendent
continues toutes les fi : (E,h?)-—*ﬂﬂV(Ei,ﬂg). Or celle-ci est
clairement la m-topologie associde & 4J (pa-'le corollaire du

théoréme 1-2.12 et par le théordme 15.1°). '

m-TOPOLOGIE QUOTIENT, -

Dolent (ﬂ,{j) un espace m-‘opologique, L' un ensemble et

f une application : §E —L',

THEOREME 24. La general-topologie {J., quotient de 1la

m-topologie Qj par f, est une m-topologie.

Démonstration. Soit Véifﬂf(y) clest-h-dire £ 'V € {)(f_1( ) et
— , - - —
supposons W=V, et donc f vz ety Alors £ wWedl) (f 1(y))

puisque {f est antihéréditaire, clest-a-dire wéiijf(y).

CORCILAIRE., ). est la plus fine de toutes les m-topologies W
f

sur E' qui rendent f continue : (E,1})—=(E',W).
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DEFINITION 13 : Nous appellerons m-topologie quotient de la m-topo-

logie AJ par f la general-topologie quotient ’L}.

% de l'ensemble E.

: : : : B :
Soit P la projection canonique ¢ & —> rE Woug dirons encore

que (%3 1}P) est l'espace m-tovnologique guotient de l'espace

L'application f ddtermine urn guotient

(E,%}) par f. Deméme si R est une relation d'équivalence sur
¥, l'espace (%,qzh) sera dit espace m-topologique quotient de
(E, U) QLI‘ Ro

Soient (E,U)) un espace m-topologique, L' un ensenble
et f une application surjective : E —— E'. Pour obtenir des
résultats plus intéressants sur les voisinages et sur l'intérieur
dans 1l'espace quotient, nous avons dd introduire une condition de
compatibilité (1-2(20)) qui revenait d'ailleurs (tréoréme
1-2.22) & exiger que f soit ouverte. Il en sera de méme

en ce qui concerne la convergence.

DEFINITION 14 : Nous dirons que f est anticompatible avec 4/

8i et seulement si
. -1 =
\/X&E,af fX&f faX (11)

On peut d'ailleurs mettre la condition de compatibilité
(1-2(20) sous une forme plus aisément conmparable avec (11).
En utilisant 1-1(1) et le théoréme 1-2.15, la condition

1-2(20) devient en effet : \f/X<=E, el rixeir ox,



THEQOREME 25 : L'application f est fermée (E,U)——= (B, Uf)

si et seulement si elle est anticompatible avec (V2

Démonstration.(1ll) équivaut & YXs;E, faf  fX<ErfaX. Or (théoréme
1-2.21), si a_. est la fonction d'adhérence dans (E',L%),
1

fafﬂqu = affX et (11) devient affXEEfaX. ¥

50it maintenant f une surjection : E~—>5', anti-compati-
ble avec la m-topologie QJ de L. Soient ap et Lf la fonc tion

d'adhérence et la convergence de 1l'espace (E',‘U}).

THECREMT 26

1°) ¥V xen, a.fX = faX.

2°) V/CI€54E, Lf€t=f L&,

Démonstration. f étant & la fois cuntinue et fermée, le 1°

résulte de 1-2(6) et de (5), le 2° de (6) et de (8), |

m=TOPOLOGIx QUOTIENT D'UNE m-TOPOLOGIL ASSOCIEL, -

Soient (E,{}), un espace general-topologique, E' un
ensemble et f une application : E ———=E'., Considérons sur E! les

deux general-topologies suivantes
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’U}, la general-topologie quotient de Upar f

et (F‘U')f, la general-topologie quotient de FQlpar f, qui est
aussi la m-topologie quotient de FU par f.

Si f est continue : (E,V)——=(8", Uf), alors par le théoréme

1.2, 7.2°, ellec est encore continue : (E,F{)) —— (E',Uf) et ,
(FV)f étant la plus fine de toutes les general-topologies v!
sur E' telles que f soit continue : (Z,FU) (B', U') on a que

(U‘f ezt moins fine que (F‘U)f, soit encore F U/, SZ.‘(F’U')f.

Nous allons montrer que l'on a pas nécessairement 1'égalité
méme lorsque f est surjective. iAppelons E l'ensemble formé

de deux points distincts -fx,y } et E' 1l'ensemble {z} . Convenors

aue J(x) = {{x]} et U = §f v} 2@ = {45}

Soit f la surjection constante z. f'q(z) =E et 1J(B) = d.
525{@(2) uisque f-1¢=¢5¢ (U/Z“(Z\,
grE/ PuLsq |
‘ . ~1 .Y a1
E'% 'Ufﬁzj puisque f E' = E?‘z Ui~ (2).

ainsi Vi(z) = # et PUJE ¢ .

Au contraire F??'(x) - -;J.{x} . E} et F Uly) = {{y} , E_’T donc
(FUNE) = {5} .

§¢(F V) (z) puisaue 17 = b FU)(¢ (=)

B'e (FU)(2) puisque el - e (rU) (e (2)).

Ainsi (F’t})f(z) = SiE'} et l'inclusion F‘UfCi(FU)f est stricte,
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THOREME 27:¢ Si l'application £ ¢ E —= E' est une surjection

compatible avec )7, alors f est compatible avec la

m-togologie associde P,

LEIIE, So01t A une partie de L. FU(A)Q(FU)@)
Démonstration du lemme.Par 1-2(18), on a

Xxe(s) e Yxei, xeU(x) 3
xe (FU)(4) = Vxea, xeFU(x).

I1 est clair que U{a) < (¢ )(a) puisque U(x) < PU(x).
D'autre part (F1)) est antihéréditaire en effet Y=Xe (FPU)(a) impli-
que \‘/XéA,YEXGF‘U(X) et donc \f xe A, Ye FU(x), c'est-a-dire

Ye (FU)(4), I

Démonstration du théoréme. Supposons que f est compatible avec 19,
clest-a-dire f-1f4)'(x)§ U(f—1f(x)), ce qui entraine Ff-1fU(x)
QFU(f”f(x)) et donc, par le lenme, Ff”fU’(x) < (FU)(f-1f(x)}.
or fFPU(x) < PrU(x) (2-N(25)) et f-1FfU(x)GFf-1fU(x) (2-m(22)).
Donc f-1fFU(x)§(FU‘)(f_1f(x)) ce qui est la compatibilité rela-
tivement & FJ.

THEQREME 28 ¢ Si l'application f est une surjection compatible

avec U, alors la m-topologie (F‘Uﬁp quotient de F{f
par f, est la m-topologie F i'/"f, associée A la general-

topologie 1/., quotient de U pur f.
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Démonstration. Supposons que XeE(Ft})f(y). f étant surjective,
On peut faire y = f(x). D'autre part f étant compatible avec U,
donc (théoreme 27) avec F{), on a (Fif)f(f(x)) = fPY(x) par 1le
corollaire du théoréme 1-2-23, Donc X = f W pour un certain

we F19(x). On a alors W 2V pour un certain V€ U (x), d'on
X2fV, ilais fVeff{f(x), c'est-a-dire, toujours par le méme
corollaire, fV e L%(f(x)). Alors Xé&FT}f(f(x)), clest-a-dire

Xe FQJ%(y). Ainsi (FT/)f§2F1}f et on a vu plus haut que

1'inclusion opposée a toujours lieu, |
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NOTE N'. Nous allons étudier dans le paragraphe suivant la conver-
gence des fonctions selon un systéme rare donné sur leur domaine

et la convergence des fonctions dont le domaine est quasi-

ordonné. Cette seconde notion pourra é€tre reliéde 2 la premiére si
1'on peut caractériser entiérement un quasi ordre sur un ensenble

par un systéme rare sur le méme ensemble. C'est une correspondance de
ce genre entre familles de sous-ensembles et relations binaires que
nous allons étudier de maniere un peu systématique dans cette

note, pour éviter de devoir intercaler dans le paragraphe 2-4

un trop grand nombre de lemms sur une question qui mérite dtailleurs

une certaine sutonomie.

PRUPRIBETES DES SECTIONS UT DJES PARTIES FINALES POUR UND RELATION
BINAIRE TRANSITIVE, -

Soit D un ensemble. Psar relation binaire sur D nous

voulons dire une partie du produit D XD,

DEFINITION 1. Soit R une relation binaire sur D. On dit que :

1°) R est transitive si et seulement si

VX, y et ze D, [(x,y)e}Rgs}(y,z)é RI = (x,2)€ Rj

2°) R est réflexive si et seulement si

VxeD, (x,x)e R.

DEFINITION 2. On appelle gquasi-ordre sur D une relation binaire

sur D, transitive et réflexive.
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Nous utiliserons le plus souvent pour une relation

transitive R un symbole tel que <, ou

x<y <= (x,y)eR.
déf.

Si R est de plus réflexive, c'est-a-dire si R est un
quasi ordre, on écrira plutdét x £ y. Nous utiliserons des expres-
sions telles que "plus grand", "précéder", "vers le haut", etc...
dans leur sens évident plutét que "agauche" et "a droite" et nous

écrirons indifféremment x<y et y>x, x £y et y > x.

Lorsque  est un quasi-ordre sur D, on dit aussi que

(D, € ) est un ensemble gquasi ordonné ou, plus simplement que D

est quasi-ordonné.

Soit D un ensemble muni d'une relation transitive < .

DEFINITION 33

1°) Lz section vers le haut A 'un élément de D est l'ensemble

de ses successeurs.

2°) Une partie F de D est dite finale si et seulement
si elle comprend, avec un ¢1lément de D, tous ses

successeurs.,

Dans la suite, nous dirons sinmplement section pour section

vers le haut. La section de x sera notde S_ (Sx(<i) lorsque la
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précision e:t nécessaire). On a ainsi

s (<) =A{y|y>x} (1)
et F finale < JxeF¥, s cF. (2)

L'ensemble des parties finales sera noté F (<) et 1'ensemble
des sections, ,4g('<).

Par exemple les parties antihéréditaire de P (E) sont les

parties finales de 1l'ordonné (QD(E),QQ).

Convenons encore de deux notations qui allégeront les

écritures. Soit @ une partie de (D),

Tnlter &2 = {Mee” e2'< @ §

t Un & ,—_—..—-' vyae la e =1,
’ Az e 1“ }

Ce sont respectivement l'ensemble des intersections de
famille d'éléments de & et 1l'ensemble des unions de familles
d'éléments de & .

THILORWY

&
|._l

F (<) contient Wmboe F(<) et Un F(<).

Démonstration, Soit‘?f' une partie de.?T<f).

1°) Supposons xe M F', clest-a-dire Fre ' xePF, Alors

. P

j)XC_SF, d'on bxc_;‘Uf“' et L F' est une partie finale.
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7
N . ' O
2°) Supposons X e ﬂ:}"/', clest-a-dire ¥ Fe &' : xeF., Alors

:
YFeF', § _€F, d'ob SXQQF'.I

Remarque_: On vérifie directementque D et @ sont des parties finales,
On pourrait aussi le déduire du théoreéme 1, en dcrivant ¢ = U g et
D =€) ¢ (Qf Q}/(‘( )), pour autant que l'on admette certaines conven-

tions sur l'intersection de la famille vide.

Remarquons au passage que F (<) vérifie & la fois les axiomes d'une
famille d'ouverts et d'une famille de fermés en topologie. On
retrouve en particulier le fait que les parties antihéréditaires

de YAE) sont les fermés d'une topologie sur (1),

THEQREME 2 ¢ Une section est une partie finale.

C'est une consdquence immdédiate de la transitivité.

DEFINITION 4 : Nous appellernns fermeture réflexive de la rela-

tion transitive <, la relation notée £ et définie pur

x Sy &7 (x<y oux =7) (3)

d
Si l'on identifie <« & son graphe dans D x D, la fermeture
réflexive de <« est aussi l'union de < et de la diagonale

de D >x D, Il est clair 1jue si < est un quasi-ordre, =5 est

encore < .
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THEOREME 3 : F (<) = F (L) = Um 8(L).

—

Démonstration., La proposition xeF == ng;F équivaut a4 xeF
— (SXQF&XEF). Ainsi Fe (<) équivaut a VxeDd, xeF

P [.{X}U%X(<)jc_l Fetdoncél":U%{x}USx(()[
3{6P‘}.

Inversément si D' est une partie de D, tl{{x} h’?SX(<')}
xeaD'} est une partie finale pour la relation < , Or‘SX(é;)
= {’x} v g){(( )o Done F (<) = Un X (£). Cette derniere
égalité, démontrée pour une relation transitive quelcongue, donne,

dans le cas du quasi ordre < , F (L) = Ui A (S)H

L'ENSEMBLY DES QUASI-ORDRES SUR D COMME QUOTILNT DI L'ENSEMBLE
DES RELATIONS TRANSITIVES SUR D.

" .
Soit 1. l'engemble des relations t ransitives sur D
et CQ l'ensenble des quasi-ordres sur D. L'application
Lt i . <Croon
CD,T kf’@ s < 7Y C>(<)d;z __g .

ol £ est la fermeture réflexive de <  définie par (3), est une

rétraction de l'injection canonique d'inclusion de Gg,dansl [

puisque ls fermeture réflexive d'un quasi-ordre est ce quasi-

ordre lui-méme. 5 est donc surjective. @Q apparait ainsi comme

. i o s
un quotient de 1 par é: en ce sens gue chaque classe d'équi-
valence pour la relation "avoir méme fermeture réflexive" a

un et un seul représentant dans GQ,, & savolir la fermeture
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réflexive commune de tous les éléments de la classe d'équivalence.
~
On peut aller plus loin et faire apparaitre ¢ comme un
foncieur surjectif de la catégorie des relations transitives sur

la catégorie des quasi-ordres.

LA CATEGORIE DES QUASI-ORDRES COMIE QUOTIENT DI LA CATEGORIN DED
RELATIONS TRANSITIVIES, -

Convenons d'abord pour alléger les notations que, dans cette
section, le symbole < représente indifféremment le couple formé
d'un ensemble et d'une relation transitive ou ce~te relation

transitive elle-méme. Nous écrirons
f i< ———= (4)
si et seulement si f est une application de 1l'ensemble D sous-

jacent 4 < vers lfensemble D' sous-jacent &2 < ', vérifiant 1=

proposition

Vx et yeDd, x<y => £(x) <' £ (y) (5)

11 est clair que f : < — <" entraine f s < —> L',
D'autre part, f : <~ . ! gig 8 <! > <" entralne g.f ¢
< ——2>2" puisque x<y == f(x) <' £(y) = & (f(x))

<" g(f(y)).

Nous dirons que le triple (< ,f, <') est un morphisme de

relations transitives si et seulement si on a f < —=<', Nous

dirons que le morphisme (<, f, <!') est composable avec le

morphisme (¥, g, <') 8i et seulement si «' = =< . Lorsque



(<, £, <) et (< ,g,~"') sont composabley leur composé sera

défini par

(<’f’<') * ({,gf—{') E (<”f*g9.-<')’ (5)

ol f*g=gef comme dans la d finition 2-7.6. On psut vérifier
comme dans la section correspondante du paragraphe 2-3

que ce composé est encore un norphisme de relations transitives.,

im définira alors la catégorie des relations transitives

comme la classe Trans de tous les morphismes de relations
transitives munie de la loi * définie par (5). On peut vérifier
comme au paragraphe 2«3 gue c'est bien une catdégorie. Si 1l'on

appelle morphisme de quasi-crdres un norphisme (<, £, ")

de relations transitives ou <€ et € ' sont des quusi-ordres,
on voit que la classe Quasi de tous les morphismes de quasi-
ordres est une sous-catégorie de la catégorie des relations
transitives. Hous appellerons certe sous-~catégorie Quasi

la catérorie des quasi-ordres.

Alors 1'application & : Trans ——>Guasi 1 (<,f,<")
AN D(<,0,<) ot B (<1, <) 5, (£, £,51),
est un Foncteur de la catégorie des relations transitives dans
la catégorie des quasi-ordres. Il est surjectif parce qu'il
est une rétraction du foncteur canonidque d'inclusion de Quasi

dans Trans. I1 est fidele,

Nous avons omis toutes les démonstrations parce gu'ellss
se révélent formell nt identigues aux !monstrations des

en
résultats correspondants pour 1. catfigorie des espaces general-

topologiques., Il suffirait d'Jcri.es puvtout <, ', et coters
pour I? 1 , et caetera ot de remnplacer f continue (E',tf)

e (B, U par £ i K <,



- 83 - 2=

Une conséquence du théoréme 3 est que 1l'ensenble des
p-rties finales pour la relation < ne caractérise pas cette
relation < elle-ménme, mais seulemnent sa fermeture réflexive.
In d'autres termes l'ensemble des parties finales caractérise
la classe d'équivalence des rdations transitives qui ont méme
fermeture riflexive que < , On pourrsit alors se itourner vers
$(< ) pour caractériser <« . Mais 8(< ) est une famille
indexée dans D et c'est & cela qu'elle doit de caractériser << .
Supposons que 1'onse donne arbitrairement une famille indexée,

cl'lest-a~-dire encore une application,
R D-~“~;’£P(D) : X /’#ﬁﬂRx,
et si celle-ci vérifie la propriété
yeR, => R SR _ , (6)

alors la relation -<ﬁ définie par

X < ¥ STFYER, (7)

oz . s - P B ] 1
est une relation transitive. De plus S;( \R) = { Y | yeEij

= R .
X

Inversément si 1l'on se donne arbitrairement une relation

transitive < , l'application
S e D-~ﬁ7£p(D) s x 7 A (<)

vérifie (6). De plus la relation <., est nrécisément la
]

relation < dont on est parti puisque, par (7 ), x <.y

S (< 2 e T APt b o b 4 e )
e Vé'}}c(\) et que, par la d'finition neme, y &by(<,
==

J
v > x. Nousavone ainsi mis en correspondance bijective
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les relations transitives sur D et les parties de(sb(D) indexées

dans D et vérifiant (6).

Mais nous cherchons une correspondance entre certaines re-
lations et des parties de P(D) dépourvues de toute structure
non canonique, c'est-a-dire autre que celle qui est induite par la
relation d'inclusion sur S>(D). Nous allons pour ce faire utiliser
l'ensemble des parties finales, quitte, comme on 1l'a vu, & ne carac-

tériser gue des quasi-ordres.

QUAST-ORDORNATLEUR SUR UN LNSEMBLT, -

THEORE!"Z 4 : Si =X est un quasi-ordre sur D, on a x <y si et

seulement si :

Vpéﬁﬂé),xep = yel, (8)
Démonstration. Si x<y et si F est une partie finale, x& ¥
implique ye F. Inversément si 1'on a (8), alors, comme x EEEXCQ )
et comme SX(QJ) est une partie finale, on a y é*%x (£ ) c'est-a-dire

y2x. |

C'est de ce résultat que nous allons nous inspirer pour

définir un quasi-ordre & partir d'une famille de sous-ensenbles.

DEPTNITION 5 : Soit & une partie defP(D). Nous représenterons

par <$é£ la relation sur D pour D définie par

\D
e

x:<%k3r <= Vﬂxééﬁ, XA = y€A (



1
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-
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La relation é@
xe A ==> x€4 et que (x€4 =$-yeA)gffy£A-c:>2€A)enUahw

est un quasi-ordre puisqgue

THIORDIE 5 ¢ o8 (< Un (Inter ¢¢),

&
S’
H

Pour le voir, nous utiliserons deu: lemmes .,

LEMES

&2
2°) 5. (<) = NfA|Acea ¥UeAl, (10)

Démonstration des lemmes:

1°) Supposons xe A, A€EZ et x \{&y. Alors, par la d4finition

méme de \<& , on & v« A. A est donc une partie finale,

2°) Si A est une partie finale (et donc a fortiori si Ae &),
Xe A = st-:;A. AJ.orsSX (éa)g{ﬂlA e&&xex’-&}.
Inversément soit ?f$ Sx’ c'est-i-dire x é%t ene
A €8 : xen & z¢ 4, . Alors, comme x€ A, ,ﬂ'{ AlAae &

XA ]'Q'AC et conme Zefs A, 5 z n'appartient pas non plus i. cette

Z, So0olt encore

intersection. '

Démonstration du théoréme. Comne {(lemme 1")&-@}/(4'&),
on 5 (thdordme 1), Un (Inter & ) <& ?‘(Qa ).

D'autre part (lemme 2°) 4@(‘<E§) - Inter &t .

ilors, comme (théordme 3) 57 ( S%i) = Un X (€g)s M a
F(<,) < Un (Inter €.).1
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DEFINITION 6 : Nous appellerons gquasi-ordonnateur sur un

ensenble D un systeme & de parties de D vérifiant

Un (mter &) & &, (1)

THEZOREME 6 ¢ Les propositions

b fen [UAA @,’)CE & (12)
et o & c® & Wl &< & (13)

sont équivalentes & (11) ,

Démonstration. Un @;et W@ sont contenus dans Un (Inter 6‘/)
et aussi dans Inter (Un &Y. Ainsi (11) implique (13) et (12)
implique (13). D'autre part (13) implique (11) en effet si

R 2 Inter &, alors In @2 Un(Inter &) et alors si®2Un® on
a &2Un(Inter &). De méme (13) implique (12). 1

Ainsi un quasi-ordonnateur est une fa~ille d'enscmbles
vérifiant a8 la fois les :xiomes des familles d'ouverts et
des familles de fermés en topologie., D'autre part le théoreme 1
peut se lire maintenant :F (<) est un quasi-ordonnateur.
5t le théoreme 5 donne ’Sg(éﬁﬁﬁ est le plus petit quasi-~ordonnsa-

teur contenant @ . Il vient ainsi :

THZOREMT 7 : Soit & une partie de P (D). 3"’(\<@:) % si

et seulement si & est un quasi-ordonnateur.

On peut construire un quasi-ordre Q%F(<i) 3 partir de

l'ensemble des parties finales pour une relation transitive << ,



-~ 87 = 2-1 1

THEOREME 8 3 Soit << une relastion transitive sur 7. Le

quasi-ordre é%F(‘<)’ est la fermeture réflexive de < .

Démonstration. Par le théorgme 3, J (<) = F(<) et donc
§?T<f) est aussi <<5y(£;). Or appliqué au cas particulier de &£,
le théoréme 4 se 1lit : xSy <= xéjy(‘() Y |

COROLLAIRE* Soit < une relation transitive sur D. La relation

&ljy(<’) est la relation < dont on est parti si et

seulement si cette derniére est un quasi-ordre.

Soit comme plus haut Gﬁliensemble des quasi-ordres sur D
et soit Gv l'ensemble dus quasi-ordonnateurs sur D. Les

applications :

p: > : <7V FE)
et qQ :CQ'—-—{>(§3: & 7Y ﬁgﬁi
sont inverses l'une de l'autre en effet (théoréme 7) peq est
1'identité sur(SQ'et (théoréne 8) gep est 1'identité sur . On

a ainsi mis en correspondance biunivoque les quasi-ordres

et les quasi-ordonnateurs sur un méme ensemble D.

QUAST-ORDONNATEUR RARE. -

La convergence dans un espace m-topologigue est définie

pour les systémes rares. Nous définirons, & partir de cette
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convergence, la convergence des fonctions selon un systeme rare,
Or un quasi~ordonnateur comprend toujours l'ensemble vide.
Pour 1l'usage que nous voulons en faire, il nous faut un autre

objet.

DEFINITION 7 : Nous appellerons guasi-ordonnateur rare sur

un ensemble D un systéme rare@ sur D tel que éiL){gj}

solit un quasi-ordonnateur sur D.

Un quasi-ordonnateur rare n'est jamais & strictement
parler un quasi-ordonnateur mais la différence est assez
inessentielle et nous nous contenterons de cette locution
imparfaite., Soit @ une partie de P(D) et soit Ee, a3f
a /\-’{[25} . Alors les quasi-ordres g et Sy, sont
identiques puisque ’{/x et y€D, xef = ye .. Ainsi & (<)
et ft(ﬁé) satisfont l'un comme l'autre au théoreme 4. Soit G%a

l'ensemble des quasi-ordonnateurs rares sur D. Les applications

p, 1 Y —=> &t € Y F (L)
et q, =&o—>@i3@m‘<&d

sont encore inverses l'une de l'autre. On a donc enfin une corres-
pondance biunivoque entre les quasi-ordres et les quasi-

ordonnateurs rares sur un méme ensemble D.

RELATIONS TRANSITIVES NON BLOQUELES. -

DEFINITION 8 : Une relation binaire R sur D est dite bloguée

si et seulement si il existe un élément x de D tel que

Vyen, (x, y)4 E.
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Cette définition est due & Day (DAY [2] ). Une relation
réflexive n'est jamais blogquée. Soit < une relation transitive
sur D, La section.gx(<’) est vide si et seulement si x n'a aucun

successeur., D'oli le théoréeme :

THEOREME 9 : Soit < une relation transitive sur D. & (<)

est un systéme rare sur D si et seulement si la relation

< n'est pas bloquée.

THEOREME IO : Soit < une relation transitive sur D. 5 (<)

et JFo (<) ont méme fermeture antihéréditaire si et

seulement si la relation <« n'est pas bloquée,.

Démonstration. Si FRA(<) = F F, (<), ¢¢£> (<) puisque

g ¢ ji'(<f). (théoréme 2,N.6.1°) et la relation < est non
bloquée. D'autre part on a toujours jf (<)< FAL(< ) puisqu'une
partie finale non vide contient toujours au moins une section,

3 savoir la section d'un quelconque de ses points ((2)).

Et par les théorémes 2 et 9 on a R (<)< F (<) si

et seulement si <« est une relation transitive non bloquée.l

COFINALITE. -

Soit D un ensemble muni d'une relation transitive.

DEFINITION © 3 une partie C de D est dite cofinale si et

seulement si

\/xe—D,ﬂyéC: y>x . (14)
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THEOREME 11 3 L'ensemble des parties cofinales pour la relation <«

est G A(<),.

Démonstration. y>x <> yezééx(é'). Alors (14) peut s'écrire :
f'ﬁfxeD, TyecC ye S (<), c'est-a-dire ¥xeD, C NS (<) # i |

THEOREME 12 ¢ L'ensemble D tout entier est cofinal si et seulement

si la relation < est non bloquée. Il existe unepartie
cofinale au moins si et seulement si la relation < est

non blogquée.

Démonstration. Par le théoréme 2-N.6.1°, les propositions
DeGhL(<) et 6A(< ) # @ sont 1'une et 1'autre équivalentes

WD ICOM |

THEOREME 13 : L'ensemble des parties cofinales pour la relation <

est F jﬁ:(<’) si et seulement si < est non bl:quée,

Démonstration, GRA (<) = ¢ T (<) équivaut (théoréme 2-N.5) a
FA(<) = F F. (<) et cette dernidre égalité a lieu si et

seulement si < est non blogquée (théoreme 10).'

COMPARAISON DES QUASI-ORDONNATEURS. -

Soit D un ensemble., On dit d'une relation binaire R sur D

qu'elle est plus fine gque la relation S si et seulement si

fxetyed (x,y) e R == (x, y)e5.
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DEFINITION 10 ¢ Si F et & sont deux quasi-ordonnateurs sur D,

nous dirons que ¥ est plus fin que & si et seulement si

¥ contient &,

THEOREME 14 : Soient <« et < 'deux quasi-ordres sur D.

< est plus fin que  'si et seulement si F (<) est

By

plus fin quegf(éi').

1°) Soient €% et O3 des parties de (D). Si
& >3, alors le quasi-ordre SQQ,eSt rlus fin que 4;05,

2°) Soient < et <« 'deux relations transitives sur D,
Si la relation < est plus fine que <', alors le quasi-

ordonnateur F (< ) est plus fin que }g(C").

Démonstration des lemmes

1°) si Eﬁ;;QB, alors ¥/Aé£6ﬁ, x€é A => yeA implique
VBe R, xeB = yeB.

2°) Si <« est plus fine que < ', SX(<I) < SX(<Z') et donc, par

(2), FeF (<) = Fe F(<).fLe théoréme 14 en découle

immédiatement.

QUAST-ORDONNATEURS ANTISYMETRIQUES, -

On dit d'une re¢lation binaire R sur D qu'elle est antisy-

nétrique si et seulement si

‘V[x et vy € D, [(x,y)eR&(y,x)éRj => X =7 .
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DEFINITION 11 : Si & est une partie de < (D) nous dirons

que @ est antisymétrique si et seulement si, étant donnés

deux points distincts quelcongques de D, il existe un

élément de & qui comprenne l'un et pas l'mutre.

THEQREMI, 15 ¢ Le fnuasi-ordre SQQ, est antisymétrique si et seule-

ment si (. est antisymétrique.

Démonstration. ( x%’z y& yg'&x) = X =y équivaut a

VAQQ,}(X&A &> yelA) =— X =y, clest-d-dire x # y =

[(Freg: xe A¥y¢ A) ou (F AeBr ¢ ye Ag/x¢ AD.‘ Comme une relation
est antisymétrique en méme temps que sa fermeture réflexive, on a,

par le théroeme B8, le corollaire suivant

COROLLAIRE : Une relation transitive < est antisymétrique si et

seulement si le quasi-ordonnateur N?y(‘f) est antisymétrique.

Le résultat énoncé dans l'exercice 2 du paragraphe 1 de
“QURBAKI [_1] est précisément équivalent & ceci :ESif? est un
quasi-ordonnateur antisymétrique, alors fgs%.ESt une relation
d'ordre (transitive, réflexive et antisymétrique) et }{(:§a€)f= &

Plus précisément & est considéré comme la famille des ouverts

A e 2

pour une topologie sur D. y £, x est défini par yeﬁ{ x} ce qui est
bien équivalent & 9 puisque yié f;§ <2 {x?'é G Ufy)

(théoréme 2-1.2.,2°) et que les ouverts entourant y forment une base
pour U(y}. On a ainsi \/Qé?i, yERQ = Qﬂ{ X \- %Q Alors
Bourbaki définit m%%(x) comme F {§3X(S%§lfet affirme que cette
fonction de voisinage est celle de la topologie intialement donnée.
Or les ouverts correspondent a Mé sont exactement les parties finales

-

pour Sﬂalet 1'affirmation finale est donc bien:}fﬁéfz) =@@.
=/
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E 4., DOMAINES REPROSENTATIFS DE LA CONVERGENCE DES FONCTIOND, -

-t

Soient D un ensemble, I, un espace m-topologique, f une
application ¢ D——m L, & un systéme rare sur D et x un point

de K.

DEFINITION 1 : Nous dirons que f converge vers x selon & ou encore

que x est point limite de f selon & si et seulement si 1le

systéme rare f& sur I converge vers X.

On va voir que si l'on associe & tout couple (f,&) de
ce genre un ensemble de points considérés comme points limite de ma-
niére a satisfaire & une condition apparentée & la proposition
2-2(3) oa détermine une structure d'espace m-topologigque pour
l'ensemble E. !Mais il n'est en aucune fagon nécessaire pour
déterminer une telle structure de considérer tous les couples
du type (f,& ) pour tous les ensembles D. Nous allons le

montrer par un exemple simple (et d'ailleurs, en un sens, trivial).

™
Soit-gﬁz l'ensemble des couples (1,C) ot 1 est l'application
identique sur I et &2 un systéme rare sur E. Notons sUub la relation

définie par

(1,2') sub (1,%) :::{:; ' sub & .

Soit L une application : . —= P(E) : (1,%) 7 ¥ T(1,2)

e

i~

vérifiant la proposition suivante :Q;xerE,Vj(l,&i)€£)4jf,
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L

xel (1,8%) <> V(1,&") st (1,&), F(1,8") e, -
xef(l,@l") B 1" dansU1@!'.

Tout ceci n'est qu'un déguisement transparent pour la
convergence des systémes rares dans un espace m-topologique.
Si on appelle Y l1l'application :}ﬁ'E“_—%>féI¢ : & TV (1,&8),
alors 1'application L aZf Lew vérifie la proposition 2-2(3)
et est donc (théordme 2-2.9) la convergence d'un certain espace
m-topologique dont E est l'ensemble sous-jacent. De plus 1

converge vers x selon & (au sens de la définition 1) si et

seulement si xe L (1,62).

Nous allons étudier des déguisements de ce genre en géné-
ral en remnarquant que les résullats obtenus dans l'exemple sont
bhasés sur le fait que, par (F , on peut associer & tout systene
rare ¢ un couple (f,3 ) — en 1l'occurence : {1,&) = tel que

FfB= FRetUFB=0UC,

. bk e gl A WS MR T GF W mEm e R W W D W

Soilt E un ensenvle.

DEFINITION 2 : Nous appellerons J-systéme sur I un couple

de la forme (f,&) ol f est une application définie sur

un ensemble gquelcongue et & valeurs dans & et ou &

bty

est un systéme rare sur le domaine de

Nous appellerons @E la classe de tous les P-systémes

sur E, en omettant d'ailleurs souvent l'indice L. Soient

-~ ] _ B
@ 1tapplication : Qﬁ‘**—é’_%ﬁg (£,&) 7N & (
et qﬁ 1'application :iq T gﬁ &L Y (1,8 ). (2)
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Lt'application  est surjective parce que c'est une retrac-

tion de ¢ . De méme Y, est injective.

DEFINITION 3 : Nous appellerons domaine représentatifl de la conver-

gence des fonctions (relativement & l'ensemble E) une partie

Y de @ pour laquelle on dispose d'une application
\y :}% —= (P telle que V& &':}4,

F &L (3)

F@ (9 (&)

1

et Vv p(y(&)) ua. (4)

On dira d'une tg}le application '\P qu'elle représente /4

dans ¥ . L'ensemble 94’8 est, par exemple, un domaine représentatif.

Un élément de P sera dit P -systéme sur L.

DEFINITION 4,: Nous dirons que le & -systéme (f',(3') est un sous-

systeme du @—systéme (f,&) si et seulement si
Cp(f',&') est un sous-sytéme de (f, &), c'est-a-dire
si 1l'on a f'&' sub f&.

On écrira encore (f'(¢2') sub (f,&). De méme on écrira
W(r,&) pour Ur@. si P est un domaine représentatif et si W
représente )’% dans ¥ , alors on a @ sub & si et seulement si
¢ (Q') sub Y(&E) en effet CP(W(@,')) et CP(W(Q)) ont méme

fermeture antihérdéditaire que @' et & respectivement ({3)).
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LA CONVERGENCE DLS FONCTIONS SUR UN DOMAINE REPRESENTATIF, -

Soit E un espace m-topologique, Soit Y un domaine repré-

sentatif. Notons encore @ la restriction de (F a \P.

~t —
DEFINITION 5 : L'application L : D -~ NO(RE), égale par

définition & LOCf) , sera dite () - convergence des fonctions

dans 1'espace E,

xerf (f, &) peut se lire, en vertu de la définition 1 : f converge
vers x selon & , mais nous dirons aussi que le L -systéme (f,E&2)

converge vers X, T (f,&) est ainsi linsemble des points limite du

\p -systéme (f,E£).

THEOREME 1 : Tout sous-systeme dans Y d'un J/ -systeme convergeant

vers un point converge également vers ce point.

Soit & démontrer : VXGE,V/O(€Q=
xeTod —== Vo('eg?et sub of , xeLOX', (5)

Démonstration. xe’io( équivant a xeLCp(cx). Dans ce cas \/&'sub
CP(D(), xe LG2'. Par conséquent h/o('sub X, xech(d'), cl'est-a-dire
XQ;E%X'. '

THECREME 2 ¢ La Q)—convergence des fonctions vérifie la proposition
suivante :\fxe—E, Vo(e .
x e LX &> V/cx'é_gPet subﬁ,ﬂo{"e@et dans & ! :xeLv(“,
(6)
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Démonstration, L'implication directe découle immédiatement de (5)
en faisant " =¢'. Pour l'implication opposée nous utiliserons
2-2(3), Supposons Yo'sub®, TH" dans W' xe Lo ™.

Soit  une application représentant )4'dans P et soit C(¥' sub
Lp(d). on a wf(éi') sub & et done F X" dans UV : xeT x".
Faisons & =@ (& "). On trouve k/@‘{' sub q;(c\/), Jer" dans

J/: xeL&&" et donc xe LLF((X ), c'est-a-dire x eT, o '

LA CONVERGENCE DS FONCTIONS SUR UN DOMAINE REPRESENTATIEF COMME
CONCEPT INITIAL DE LA STRUCTURE D'ESPACE m-TOPOLOGIQUE, -

Soient E un ensemble et @ un domaine représentatif,

Soit'i‘une application :!E-hwmmﬁ’CD(E),

LEMMES pour le théoréme 3,

2

1°) Si T vérifie (6), alors L vérifie (5).

2°) Si L vérifie (5), alors T se factorise selon
'7\})(E) (telle que'f = Lec )

en une agpplication L :)4~
vérifiant 2-2(2),

3°) La solution au probléme posé en 2° est unique. Elle est
nécessalirement de la forme Efoq/ ou est une application

qui représente F% dans @I’°

Démonstration :

lacd . .
1°) Supposons xe Lx et &' sub« . Alors si (3‘ sub ' on a
aussi [3' sub« et donc, si L vérifie (6), on a b(%' sub a',
. ~7
J A" dans U 3 xel Q", c'est-i-dire, par (6) encore,

S
x<¢L &',
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2°) 11 existe par hypoth&se une application 4 qui représente fq“
dans \L'. Nous allons montrer que E‘=[f°tr]°q9 « Soit
K¢ W .Q?(G() et @ (§ (9&))) ont méme fermeture antihéréditzire.
On a donec ¥sub Y{(@ (o)) et inversément. D'ol, si 1l'on suppose
(%), Tol = E%V(qui )). D'autre partffvtﬁ vérifie 2-2(2) en
offet supposons xefqufﬁﬁx et Cu'sub & 5 on a
alors (J( @) sub Y (€L) et donc, par (5), xe‘.—rfoq’ CLt, Loy

est donc une solution.

3°) Supposons que'z = Leg , L vérifiant 2-2(2). Comme €L
et (p(qJ(ét)) ont méme fermeture antihéréditaire on a €
sub (p(p()) et réciproquement et donc, par 2-2(2), L €& =
L qD q)(éi)). Or si ( représente ;4 dans W on a'EKFC£=
(L'e(())uf’(@é). OnadoncL=E°\}) '

P

THEOREME 3 : Une application L : () — > O>E) est 1la ¥ -

convergence des fonctions dans un espace m-topologique
sur l'ensenble & si et seulement si elle vérifie (6).

De plus cet espace est alors unique.

Démonstration., On a vu (théordme 2) gque la convergence des
fonctions dans un espace m-topologique vérifie (6). Inversément,
supposons que'f est une application arbitraire vérifiant (6). Alors
(lemme 1°)'f vérifie (5) et est donc un produit Lo ol L vérifie
2-2(2) (lemme 2°), Comme on sait par ailleurs que cette application
I est unique (lemme 3°) il suffit de montrer que L vérifie 2-2(3)
En effet (théoréme 2-2.9) L est alors la convergence d'un et d'un
seul espace dontﬁztest la (IJ -convergence puisque f-= Le@ .

Joit L ed et supposons xe L&, Alors, par 2-2(2) en prenant &'

pour L', on a V& 'sub @, FEL" dans UE2' : xe LELV". Inversément



si M@i‘,'subé‘, JEr dans V& xeL&®", alors, soit '

sub () =— @ représentant 4 dans (U —, on a ?"(0{ ') sub <z
et donc JU'dansU @A) : xeL&", Si 1'on prend k[)(@") pour
"y il vient V/o{' sub Y&, F@" dans VW A" : xc fjo(" —
on sait en effet (lemme 3°) que L = To o - clest-a-dire, par (6),

xefLi/(@,)SSoit encore x € L&Y, '

RELATIONS TINTRE LA CONVERGENCE DES FONCTIONS LT LES AUTRES
T‘NOTiONS DI LA STRUCTURE D'ESPACE m-TOPOLOGIQULE, -

b0lit E un espace m-topologique. Soient Q un domaine
représentatif et FL" la (_-P—-convergence de l'espace E. Convenons
une fois pour toute que X représente un point de E, X une partie
de E, (X un systéme rare sur E et & un {J/-systéme sur E. On

dira que & est dans X si et seulement si WX & X,

THEORE!E 4 ¢

e e T o <= V;() X € U :bXngp{?(). (7)
X eUty e Yo seela => XeF @),  (s)
;metdéﬁﬂﬁxﬁxeéx':>><€FQMML (9)
we X e Yo, melx = XeF @),  (10)
néz()‘(@ \fX?Xé Gy = eaX., (11)
%6@Xéﬁjd:XéGQmﬂ@-M€Ld- (12)

Fand

nea X e T dans X @ e o, (13)
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Démonstration. Les second membres (7), (9) et (11) sont équivalents

é,x:eIAP(aj, (théoréme 2-2.10), c'lest-a-dire, par définition, @
xeTd . 51 XeU(x) on a Y&, xeL L => XxeF@(2-2(13). Alors

NLM, xeLd => xéLqO(fx’) et donc Xe Fq::(o( ). Inversément,

supposons \fﬁ( , Xx€ LK e XGF@'(Q) et supposons

que représenteﬁ dans U . xelL & = xeft.(/(@) et donc

XeF@(Y(&)), c'est-a-dire X€Pe&. On a ainsi vaed,

xel&Q = XeF, clest-a-dire X & {J(x) par 2-2(1%) encore.

Ceci démontre (8). (10)se iémontre & partir de (8) par 1-1(1)

et de méme le second menbre de (12) est la négation de 1l'expression

par (10) de xei~X, ce qui, par 1-1(4), démontre (12). On

démontre (13) & partir de 2-2(18).

Supposons xe a X. Alors on a =& dans X : x €L &,et par consdéquent

j}yx‘dans X o xe;fa;, par exemple en faisant X =ly(éi). Inversément

si l'on suppose .3 o dans X i xehfk’»\", alors sr (ﬁ:C(D(D/) on a &2

dans X&xeL(, c'est-a-dire xeaX.'

Ondémontre de méme, & partir du théoérme 2-3.3 et en utilisant

(? et ), le théoreme suivant

THEORTHME 5.

1°) Une partie de F de E est fermée si et seulement oi
V o
Vaed , Fea @) = Loc F.

2°) Une partie F de E est fermé: si et seulement si tout

Qz—systéme dens F a ses peoints linite danz T,

soient T et Z' deux espaces m-topolegiques et f une appli-

™ 0

] . - . P . .
cation ¢ B ———=3', Soit Y un domaine représentatif relativement
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e

5 E, Soit & ' un domaine représentatif relativement & B' et tel
o

que (g,B)e ¥ entratne (fog,B)e D', Soient T et L' la P —

- ¢ .
convergence et la W-convergence respectivement.

THEORZME 6 :+ L'application f est cortinue si et seulement si

9, %) = U(fq,®).  (4)

i

g, Ble, L9,

Démonstrati~n. Supposons f continue. Alors soit (g,ﬁs)é &,

on a fLg BEL'fePB . Inversément, si on suppose (14), soient

G ed et (£r,a) =(Q). On a £T (£1,600) < L' (fef', &)
c'est-a-dire fLf'Q <L fftég ', Yais, par (3), Fa= Ff'@' et donc
Frer = PFP'E!, d'oh FLELC L' et 1a continuité de £.J0n démontre

de méme & partir du théoréme 2-3-6

THEQREME 7 : L'application f est fermée si et seulement =i

V@;flé@j'p/%aﬁiﬂg%t@%@), (15)

Soient J et 1?' deux m-topologies pour l'ensemble E. Soient

- . . . i s 8
(I’ un domaine représentatif, L la ([ -convergence de l'espace (E, V)
~

et L' la Q-convergence de l'espace {(E ,4U'). Si 1l'on exprine
par le théoréme 6 que 1'identité est continue : (E, V) —— (E,U ")

11 vient
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A ! . .
THRORL ilo 8 ‘b}emt plus fine que U si ¢t seulement si

Wf e, LH.a)eTlHa) s

. Al . fl . -
Soient {(Ei, di)l 1€:I} une famille d'espaces m-topolo-

giques,
Appelons I le produit cartécsien des Ei et Py la projection canonique :
b w*“ﬁ’Ek s x N Xk' Soit EE)un domaine représentatif relativement
& E. Donnons-nous encore, pour chagque keI, un domsaine représen—

ot : 2 s : ) S5 ) ¢ i
tatif gyk relativement & E_ et tel que si (f, > )é'ﬂz \pk &) e Wy

Le théoreme 2-3.22.2° donne alors @

THBOREMSZ 9 ¢ Un point de x de B est un point limite du J/—

systéme (f,CGx) dans l'cspace produit si et seulement si
chaque nrojection x de x est point limite Ju u?k-systéne
(pk° t &) correspondant.

A |

Soient (Z,%)) un espace m-topologique, L' un ensemble
et f une application surjective : I —> %', anticompatilile avec
la m-topologie UV . Soit EB un domaine représentatif relativement
3 B, Soit \I' un domaine représehtatif relativement a &', tel
que si (} @YelL, (f-g,2)e U1, Yotons L et ’ﬁf la
\J) ~convergence de l'espace (E,V ) et la y"-convergence de l'es~
pace quotient (E',ﬂ/f) respectivement,

Le théoréme 2-%.26,2° donne alors:



THECRIME 10 ¢

't/({f}.,&,)e $ | z/]L ({j ) = r[_(c;@)

On pourrait d'ailleurs tout aussi bien donner pour ce
t

théordme une démonstration directe & partir de (14) et de 715).

COMVIRGEWCHE DIS FONCTIONS STELON UN SYSTEME RARE, -

St

Lz classe @ elle-méme est un domaine représentatif pour
la convergence des fonctions, en effet l'application ¢ , définie
en (2) est une section de <p, c'est-a-dire que @ey, est 1l'identits

sur/4 . Y, , satisfait donc évidement 2 (23) et (4).

Soit © un espace m=topologique,

DEPINITION 6 : La Qj-convergence des fonctions de l'espace E

sera dite convergence des fonctions selon un svstéme rare

de l'espace E,

Tous les théoremes établis par la SE-convergence sont valables
dans ce cas particulier ou g?=§@ . IIn particulier la convergence
des fonctions selon un systéme rare caractérise la structure de
l'espace E. Etant donné ses relations étroites avec la convergence
des systemes rares, nous la noterons simplement L dans la suite, et
ce dans n'importe quel espace m-topologique, sauf mention explicite

du contreire,
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CONVERGENCE DES FONCTIONS SELON UN QUASI-ORDONNATEUR RARE. -

Soit E un ensemble. La classeq}{_de tous les @E-systémes
(f,%ﬁ, oﬁf@/est quasi-ordonnateur rare sur le domaine de f est
un domaine représentatif de la convergence des fonctions. Soit &l
un systeme rare sur E. Considérons l'ensemble sz {‘<X,A) [

116&16?3{611} avec le quasi-ordre <& défini par

(X’A)\<(yaB) C‘i—zr? B<ZA.

Soif £ l'application ¢ D ——=E8 : (x,A) /7~ V¥V x. Il est

x,A) (£ ) = A et donec que £.83(K) =,

De F F () =TF3(<) (théoreme 2-N'.10) osn tire, par 2-N(24),
Ff F. (<) = P£A(< ). D'autre part UrF (<) et V& sont

l'un et l'autre égaux a Imf.

clair que £ S

On a donc

)

FIF ) =Fe  ec wiFlc)=vea. ()

Appelons 4%(63) le couple (f,:E'@§)) que nous venons de
construire et soit ¢/, l'application :)4fw~—~;’:¥:: AR &Pé(éﬂ)‘

(18)

Les égalités (17) nous assurent que LH2 satisfait & (3) et a

(4) et X est donc bien un domaine représentatif.

J0it maintenant ¥ un espace m-topologigue.



- 105 - 2-4

DEFINITION 7 : La _X -convergence des fonciions de 1l'espace

E sera dite convergence des fonctions selon un gquasi-

ordonnateur rare de l'espace L.

Cl'est une restriction de la convergence des fonctions selon
un systeme rare mais elle suffit & caractériser la structure de

lt>space. Nous la noterons encore L.

CONVERGENCE DES FONCTIGND ORIENTELS., -

S0oit E un espace m-topologique., 3Soit f une application
d'un ensemble cguelcongue D vers l'ensemble & et soit <

une relation transitive non bloguée sur D.

DEFINITICH 8 ¢ Nous dirons que f converge vers X selon £

ou encore que x est point limitede f selon < si et

seulement si f converge vers x selon F. ().

Il s'agit donc essentiellement de la convergence des
fonctions selon un quasi-ordonnateur rare. Nous avons étendu cette
convergence a toutes les relations transitives no: bloguées
mais cette extension et inessentielle puisque 7. (<) = j%'(g;)

Cette notion de convergence caractérise encore la structure de

l'espace,

Ribeiro [I] appelle systéme orienté un ensemble non vide

muni d'une relation transitive non bloquée. Nous allons onmettre
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ltexclusion iu vide dans la définition suivante

DEFTITITION 9 @ Nous appellerons fonction crientée & valeur dans

En ™

5 une fonction & valeurs dans E dont le domaine est

muni d'une relstion transitive non-bloguée,

A strictement parler, l'expression "fonction orientée"
devait représenter un couple (f, <) mais le pluc souvent nous
écrirons simplement "f est une fonction orientée", sous-enten-

dant la mention d'une relation < .

[ ]

DEFINITIOK 10 =

1°) Hous dirons que la fonction orientéde f est finalement

dans l'ensemble X si et seulement si

ie Don'\)f:.dd>dc5{(d')€)<. (19)

2°) Nous dirons que la fonction orientéde f est fréguemment

dans X gi et seulement si

A

Vde Dom{, Fd'>d:{dle X (20)

Ce sont les généralisations mot pour mot de deux notions

introduites par helley.

Remarqueas,
1°) Lu proposition (19) peut se lire Jiy,* J(L, (<)< X,
f

clest-a-dire XéfFfég(<') ou encore Xe F
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2°) La négation de (19) est la proposition (20) écrite pour ~ X.
Ainsi par le théoreme 2-N.1, (20) équivaut & XeGfJ. (< ).
Alors par 2-N (26) et le thdéoréme 2 -N'.,13, (20) équivaut &
£71X est cofinal dans (domf,< ).

Comme un quasiordonn.:.teur recouvre l'ensemble sur lequel
. ) -, N
il es lonné, on a Vf 3i,(<f) = Imf.
Ceci, joint aux deux remarques concernant la définition 10,

permet de réécrire le théorémne 4 sous la forme suivante :

THEOREIZ 11,

1°) Une fonction orientde converge vers x si et seulement

si elle est finalement dans tout voisinage de x.

2°) V est un voisinage de x si et seulement si toute fonction

orientée convergeant vers x est finalement dans V.

3°) Une fonction orientée converge vers x si et seulement
si elle est finalement dans tout ensemble auquel x en

intérieur.

4°) Un point x est intérieur & l'ensemble X si et seulement
si toute fonction orientée convergeant vers x est

finalement dans cet ensemble X.

5°) Une fornction orientée converge vers un point x si et
seulement si celui-ci adhére & tout ensemble dans

lequel cette fonction est fréquemment.

6°) Un point x adhdre & l'ense:ble X si et seulement si
il existe une fonction orientée fréquemment dans X

qui converge vers X.
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A

7°) Un point x adh2re & 1l'ensemble X si et seulement
s'il existe une fonction orientée & valeurs dans X gui

converge vers X.
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ﬁ S LA CONVERGENCE DES SYSTRHNES GULLCONQUES, =

E

501t ¥ un espace m-topologique. L'exclusion des systenes
denscs (soit encore, par les corollaires du théordne 2-W.6,
les systémes non rares) du domaine de¢ la convergence L de l'espace [
repose sur des exigences purcment techniques. On peut tres natu-
reilenent étendre L a tout 59(37(E)} de ls maniere suivante :
soit M l'tapplicatio

M: P(P(e) —= T(8): & VY=

Vixy < Fery.

A

L est alors la restriction . A4 de cette application iI. On

. ~ wsn ¥ . =y o "
remaygque que Vﬂxe;u,'xeef&/(x) et que si Qerét, Mcy= i, On ne
conserve pas le théoréme 2-2.2 en ce sens que la proposition

»

xeME € V& dense dans & 1 G "fans V!, xeMa”, (1)

obtenue a partir de 2-2(3) en remplacant L par I et,Zi nar
SFKE;KE)), nte:t pas vraie en général puisque son second menmbre

est trivialement vérifié par &' = { ¢ ? et que par conséquent

i1 serait nécessairement l'application constante . Clect 14 la
raison principale pour laguelle nous avons restreint la convergence
aux systeémes rares zur . Une zutre possibilité serait de

maintenir 4 et & (P (E)) en remplacant dans (1) la clause EL" dans
M par UCL'le G&" en effet si e, 62" = ¢ (théorznme 2.6
2°).

LA CUMVIRCGIYCL DLS FONCTIONS DLCN UMD RIGLATION TRANSITIVIE QUELCOTUITH, -

L'exciusion des relations hloquées est dtroitement liéde

A4 1l'exclusion des systimes non rares en effet (théoréme 2-N'.0Q)
~ ~ . . "
,3 (4\) est un systeme rure si et seulement si < n'est pas
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bloquée. Une raison d'exclure les relations bloquées et gue 1'on
perdrait certaines relations entre (<) et 3.(<) comme le
théoreme 2-N,10. Mals rien de tout cela n'est essentiel. La

raison qui a conduit Day et Ribeiro & sc restreindre aux relations
non bloquées était qu'ils faisaient usage de parties cofin«les du
domaine des fonctionsconsidérées et que seules les relations non blo=-

quées donnent lieu & des parties cofinales (théodrme 2-N'.12),

BsPACES (L) BT (£ %)

La premieére tentative d'utilisation 2'une notion de con-
vergence comme concept initial est celle de Fréchet nvec les espaces
. - . r T - e 4 3
(X ) (FRECHET 1_11 ). rysohn a propose alors un axiome supplementaire,
.3 : . , )*) ™ AMALS [ l
ce qui a conduit aux espaces Q{_ ) (KUPATOWSKI I[ ). Dudley daus
un article récent a recherché les limites d'efficacité d'une

telle notion de convergence.

TRAVAUX ANTERIEURS SUR LA CONVIRGENCEH DS FONCTIONS, -

Birkhoff a le vremier étendu & la topologie la théorie de
la convergence de iloore et Smith, c'est-a~dire la convergence
des fonctions dont le domaine est un systénme diyigé (non vide et nuni
d'une relation transitive telle que deux éléments guelcongues
aient toujours un successeur commun). Il montre ltefficacité de
cette notion de convergence comme concept initiagal pour les

espaces de Hausdorff.

Tukey gsénéralise cette notion dans des espaces définis

var exemple, & partir d'une fonction d'adhdérence telle aue
b ) 1 4
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a = ¢ et XUY = XUY (il s'agit donc d'espaces m_ -topologiques
particuliers). Ribeiro abandonne le caractere dirigé de cette

convergence et définit la convergence des fonctions dont le

o~

domaine ezt un s

<

rsteme orientd {(non vide et muni d'une relation

transitive non bloquée) dans les espaces ({J) de Fréchet (c'est-i--

dire les espaces mp, ~topologiques). Tukey t Ribeiro démontrent
1'e

1'un et 1l'autre fficacitd de leur notion de convergence comme

-

concevt initial pour les eswnaces aqgu'ils considerent.
Iy L

»

Chez ces trois auteurs, l'axiome qui assure 1l'efficacite
Je la notion de convergence comne con-ept initial est ecssen-
tiellement le méme, Solent L un ensenble, f une application dans
E définie sur un ensemble quelconque D dirigé ou orienté selon

le cas., L'axiome est alors :
e € L?{ = {C c_‘o{ix'/mrﬁ damn D) 3‘8..;1},{_.;, Eorlmac %(C)QX_E:L_% o (1)

D' étunt également dirige oun orientd. Cet axiome est inspiré
des axiomes suivants : 1'axiome
"toute sous-suite d'une suite convergeant vers x converge ancore

vers x" (Fréclet),

et l'axiome

"'si une sulte ne converge pas vers x, il existe une socus-suite
dont aucune sous-suite ne converge veres x" {(Kuratowski d'aprds

Uryschn),

Day étudie alors asystématigquement la possibilisd de

construire une fonction de voisinage et une fonction d'ladhirerce

g partir d'une noticn de convergence défirie pour des fonctions
dont le domaine est cuni d'une relation tinaire aguelcongue,
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Il arrive ainsi & montrerltefficacité d'une convergerice définie

par des fonctions dont le domaine est muni d'une relation fransitive
non bloquée. Cette convergence est supposée maximale (et ce mot

a chez Day & peu preés le sens que nous lui avons donné dans le
paragraphe 2-2) et correspond & une fonction de voisinage
antihéréditaire et & une fonction d'adhérence monotone., On se
trouve donc dans un espace m-topologique (quoique Day ne définisse
explicitement que des espaces m -topologiques). C'est sur

cet article (DAY [2] ) que nous nous sommes basés & peu preés
uniquement dans ce travail et nous avons construit la convergence
des systemes rares dans le but premier de rejoindre par ce détour
les résultats de Day sur la convergence des forctions., Des
différences apparaissent cependant par rapport & l'article de Day,
qui sont dues surtout & une simplification de certaines des
relations impnosées entre les différents concepts initiaux
envisagés. En particulier nous avons adopté entre les voisinages et
l'adhérence la relation 1-1{2) que Day signale mais n'utilise

pas. Comme cette relation donne une correspondance biljective entre
les fonctions de voisinages et les fonctions d'adhérence, nous avons
pu isoler les faits concernant ces deux concepts, ce gqui a donné

naissance auchapitre I.

Pour la convergence des fonctions, nous avons d¢galement
remplacé les relations de Day pur d'autres essentiellement équi-
valentes en utilisant les généralisations mot pour mot des

notions "finalement dans" et "fréguemment dans'" de Kelley.

Kelley dans les deux textes cités sur la convergence (KBELLELY
LI] et [3] ) introduit un nouveau concept de sous-systeme
pour remplacer les restrictions a une partie cofinale du domaine
qu'or. avait :tilisdes jusque 1i {comme par exemple dans 1a

proposition (1)). Cela lui permet de donner une forme plus symdtriques



-
¥

-~ + N * - ~~ - . . > -
W 1'axiome (1) de Birkhoff., Il s'agit ici de convergence i carac-

tere dirigé dans des egpaces topologiques, La modification de
1'axiome purait lide & ce caractere dirigé et novs n'avons pu
trouver un axione de ette forme pour la convergence des svsieénes

fnlﬂes »
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La proposition (1) sera dite axiome (p) relatif & la

fonction de voisinage, la proposition (2), axiome (p) relatif &

la fonction d'intérieur et la proposition (3), axiome (p) relatif

i la fonction d'adhérence. Un espace general-topologique vérifiant

1'un de ces trois axiomes sera dit vérifier 1l'axiome (p).

DEFINITION 2 ¢ Nous appellerons espace p-topologigue un espace

general-topologique vérifiant 1'axiome (p).
La general-topologie d'un tel espace sera dite aussi

p-topologie,

DSRIVATION BT POINTS D'ACCUMULATION, -

S0it E un espace p-topologilaue.

DEFINITION 3 : L'ensemble dérivé d'un ensemble X contenu dans 3

sera noté dX. Il est défini par

X gz. %[ (vxuix})é Ux)}, (4)

L'application 4 :SP(E) ——=(E) : X 7 V dX est dite

dérivation de l'espace E et on dira que x est un point d'accumu-

lation de X si et seulement si x e dX.

La dérivation est ¢troitement 1lide & la fonction < 'adhérence,



- 116 - 5-1

THEORBLLE 2

1°) x est un point d'accumulation de X si et seulement

s'il adhdre & X ~{x}.

2°) L'adhérence d'un ensemble X est l'union de X et de

son dérivé.

démonstration.

1°) AJXK){ x} = ~(X “J{x:}) d'ou, par (4),
xedX e= ~ (X ~{x})d U(x) et, par 1-1(2), xe dX &>
xe a(X ~v{x}).

2°) Soit xeaX. Alors ou bien x«X; ou bien x¢ X et donc
X~J{x} = X. Dans le second cas xe a(X ﬂL{x:}) = aX, c'est-a-
dire xe dX. On a donc en tout cas xe XU dX. Inversément, soit

xe XU dX. Alors ou bien xeX et dans ce cas, par (3), xe aX;

ou bien x4 X, c'est-a-dire Xn&x} = X, Danc ce cas x €dX et
donc xe€a (X,ﬁ/{x }) = gX. On a donc en tout cas Xé&aX.'
COROLLAIRE : Ve U (x) &> xevifxéfdmv . (5)

THEQRME 3 : Le fait que x soit un point d'accumulation de l'ensemble

X ne dépend pas de l'appartenance €ventuelle de x a X, c'est-
a-dire que Vxe E,VXQE, xedX &> xed(Xax}) .
(6)

Démonstration. Comme X ~v{x} ne contient pas x, (X rmix Y ) dx}
= er{x} et donc V/er,V,XQE, xea(X vy X}) &= xeca EX N-{x})

nuﬁ x}:] . Bn transformant les deux membres de cette équivalence par
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Id LY - / .
le théoreme 2.1°, on ftrouve =sxactement \6).‘

La propriété de vérifier (6) est d'abord une propridéis
intuitivement remarquable 42 la not

De plus, lz proposition (&) curactirise le fuit quo 4 eat une
dérivation en ce sens que (6) peut servir d'axionme pwur l'utili-

-

sation de la ddrivaetion comme ¢ ncept initial.

LA DERIVAPICH GO CONCRPT INITIAL DM LA SURVSTURD D'ESPACE

p=-t0rOLOGI UL, -

Soit T un ensenble et soit 4 une application : (T )

— O2(E

PR - 2 3 3 - : } (-9(1w\ — i
a rartir de 4, difinissons une a . plication ay tILE) =7 Jn
rarx

a X g3, XUAX, (7)

I1 est ¢évident que

Paiin
n

3)

THEORE. 4 ¢ L'taponlicetion a3 vérifie l'axione
\

relatii &0 1a fonction 4'adh’rence.

k,

D/ s A
9! \B}, a, est la fenction

d
d'adhdrence d'un ot d'un seul espace rfeneral-topologisue (théordne

Comme toute apglicatian[?(m)~ﬂ~“>

-

-1.2) que nous noterons (&, {J,). Clezt un espace p-topologinue par

le théoreme 4.

Y e
i _J\J.A. b } :

—p—

m
it
s

1°) x ezt poiant d'accunulaetion de X dans 1l'esiace (E,{fq)

si et seulement vi wed (X ALHK })
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2°) La dérivation de 1l'espace (1, Qj‘d) estprécisément d

si et seulement si d vérifie la proposition (6).

3°) Ltespace (E, 17.) est le seul espace p-topologique dont
d

d soit la dérivation.

Démonstration.
1°) Par le théoréme 2.1° (1l'espace (E, 1}d) étant p-topologique)
x est un point d'accunulation de X si et seulement SCXG-ad
(XevhxY ), clest-a-dire si et seulement si x€ (X ~Ix | )Ud(X v ix 1),

par la définition méme de a Comme x n'est jamais dans

d.
sz% x}' on 8 finalement la thése du 1°,

2°) Supposons que 4 vérifie (6). Alors xed (X ~4{x} ) équivaut &
xedX et le 1° donne : x est un point d'accunulation de X si et
seulement si xe dX, ce qui, par la définition des points
d'accumulation, signifique d est la dérivation de 1'espace
(E,17d). Inversément si d est la dérivation de 1l'espace

p-topologique (E,ﬂ}d), on a le théoréme 3 et donc d vérifie (6).

3°) Supposons que d soit la dérivation de l'espace p-topologique
(E,if) et soit a la fonction d'adhérence de cet espace. On a,

par le théoréme 2.2°, aX = XUdX. Or cette proposition

5
e

définit aussi ay. Ainsi ay = a et donc (théordme 1-1.2) "Ud - U

Dans la suite, la dérivation de n'importe quel espace

p-topologique sera notée d sauf mention explicite du contraire.
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OUVERTS BT FHRMES. -

- —

Soit E un espace p-topologique.

THEQREME 6

1°) Un ensemble est ouvert si et seulement s'il est un

voisinage de tous ses points et seulement de ceux-13,

2°) Un ensemble est ouvert si et seulement s'il est

égal a son intérieur.

Ce sont des conséquences immédiates de 1l'axiome (p).

THEORENME 7

1°) Un ensemble est fermé si et seulement s'il est ézal

a son adhérence.

2°) Un ensemble est fermé si et seulement s'il contient son

dérivé,

Le 1° est une conséquence immédiste de 1l'axiome Cp).

-
LY

Démonstration, 2° dAFP<P équivaut & FUAFESPF ce qui par le théorenme

2.2° sur l'adhérence exprime exactement que ¥ est fermé.l

-en oy v s B o SN W S D I D T T D W B IR G
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AXIOME (. )
Soit E un espace p-topologique.

THEOREME 8 : L'axiome ( _ ) est encore dquivalent & df = f§ (8)

Démonstration. (8) est équivalent & d¢§§¢ et donc exprime
que le vide est fermé, ce qui est 1l'axiome ( . ) relatif % la fonc-

tion d'adhérence.l

i b IS SN GRS BN N SV WS TIP G Y VAT I B e e

CONTINUITE, -

Soit E et E' deux espaces p-topologiques et f une application
-

. b= " - - ”
B -——> E', Soient V', a' et d' la fonction de voisinage, d'adhdérence

et la dérivation de l'egpace RY,

THEORDHML § ¢

La continuité de f équivaut encore a

Y xrerr, a £ 'xrcr arx, | (9)

i

Démonstration. La proposition 1-2(3) donne, par le théoréme
2.2°, lxrwar 'xvre e x L f-1&X', clesten-dire df X' <
x0T axe,

THEOREME 10 ¢ Si 1'application f est injective, la proposition

(9) peut &tre remplacée par

(xrgur, arlxrear e, (10)
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Démonstration. Il e .t clair que {(10) entraline (9. Inversément
si 1l'on suppose f continue, c'est-a-dire, par exemple, 1-2(3)
on a a(f-1X'r\/{x} ) = f_1c&'(X' ~{f(x)7 ) puisque, f

étant injective, £y nhx) = f-Ygfmﬁf(x)} ), et par consé-
quent (théoréme 2.1°) x edf” X! => f(x)eadrx'. ¥

THEOREMI 11 3 L'application £ est fermde si et seulement si

VX< E, d'{x I{ax (11)

Démonstration., La proposition 1-2(6) donne avec le théordme

2,20 ¢ £XUVA'fXS X UFAX, c'est-a-dire d'fX< XU fax. |

Soit (E, ) un espace p-topclogigue et soit (', ') un

espace general-topologique.

THEOREMS 12 ¢ S'il existe une surjection continue (E,ﬁf)

3 (E',J"), alors (E',1)') est un espace p-topologigue.

Démonstration. Soit f continue.k%véiif'(f(x)), f-1Vé;1)(X) et

donc (axiome @9 rel-tif éfﬁ) XGEf-1V, ce qui entraine f(X)é’V.'




CONPARAISON DES p=-TOPOLOCILS, -

. ; n s
Soient 1) et ' deux p-topologies sur un ensemble Z et

soit d' la dérivation de l'espace (&, U').

n
1k

N o . , 2 . .
THEOOREINN 135 (/ est plus fine gue J' gl et seulenent =i

UXcE,dX < d’'X, (12)

C'e:t l'expression (10) de la c¢ontinuité de 1'identité.

RLLDATIVISATION, -

4

Solent ¥ un espace p-topologique et ) une partie de i,
La general-topologie i}d induite sur D par la p-topologie est une
p=topologie en effet si x&«V et x&D, x&H (1 V, Soit dD la dériva-

tion correspondante.

DLPINITION 4 3 Nous appellerons p-topologie induite sur D

par lartopologie de Z la general-topologie induifte.

FRTE TN TN : l 7/ - t
P ARt 141 : b X =

C'est 1'expression (10) de la continuité de l'injecti n

caronigque d'inciusion puisque J X = XD,
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p-TOPOLOGIE ASSOCIEY A UMW general-TOPOLOGIN. -

Soit (E, ) un espace general-topologique. Si 1'on cherche
2 associer & V une p-topologie deux maniéres au moins se présentent
& 1'esprit, que l'on peut considérer comme assez naturelles : ou
bien supprimer tous les voisinages de x qui re contiendralent pan X
ou bien ajouter le point x & tous ses voisinages. Pour nous décider
en faveur d'une de ces deux possibilitds (ou d'une autre encore)
nous allons ohserver ce qui se passe lorsque l'on cherche " mainte-
nir dans un espace general-topologique la définition 3. Coit day

1t'application définie par (4) & partir de U, c'est-2-dire par
xedy X s> v (Xmix]) & Vi), (14)
&

Comme X/v-{x} = (X ~dx} )~ <, d,» vérifie la propo-
sition (6) et est donc {(théoréme 5.2° et 3°) la dérivation d'un
et d'un seul espace p-topologique. Il serait assez naturel de con-
siddrer cet espace p-topologique comme associé au premier. Soit
U* safonction de voisinage. On doit avuir (corollaire du
théordme 2) W*(x) =4V | xeVSxe d ~V]} . De 1% on tire, comme
relation entre U et ¥, U* x) = a{V] xeVWve Lf(x)} ;
En effet, soit V€ 1°*(x); on a xeV et x¢ d~V, clest-d-dire
x¢ a~V, soit encore Ve U(x). Inversément si xe V& ve ¢ (x) alors ¥ =

hY

vU{ x} et donc X{Edvmv, dtod Ve U *(x).

DEFINITION 5 : Nous appellerons p-itopoloszie associée a (¥

la p-topeoclogie 1J* définie par

—~
RN

w1

~——

\/eﬂff*[u) j&T el 8 Vehio,
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Soient (E,U) et (1',U') deux espaces general-topologiques et f

une application : E —> E!,

THEOREHME 15 : Si f est continue : (E,V)-—-—= (BE', '), alors f

est aussi continue : (B,U*) —— (B, U™,

Démonstration. Supposons Vx e L, b/Véiif'(f(x)) f-1V€3Lﬁ(x). Conme
£(x)e To= xef™ 'V ona (Ve ll'(£(x)) & f(x)e (f“‘v€ U (x)
0 xe £” V) d'ou finalement Ver, V Ve 'U“'*(f(x)), v e U*(x), i

Il est clair gque 1l'on pourrait définir une catérsorie des
espaces p-topologiques et un foncteur * d&fini sur la cat’gorie des

espaces gencral-topologiques par

() g (VAU
cted
La discussion reproduirait prescue mot pour mot la section
correspondante du paragraphe 2-3, Nous nnus contenterons de commen-
ter le théoreéme 15 en disant que le passage & la n-topologice asso-

cide a un caractere fomctoriel. n vérifierait trés rapidement quc

1

ce caractere fonctoriel est absent de 1l'autre passage envisa~s® nlus
haut, & savoir : ajouter x & chacun de ses voisinages. On

renarque aussi

THBOREME 16 ¢ la p-topologie ﬂj* associéde & 1} est la plus fine

des p-topologies moins fines que v

On voit d'autre part qu'il n'existe pus de p-topologie plus

fine que 1} & noins que U ne scit déja une p-topclozie.
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p~TOPOLOGIES PROJECTIVE ET PRODUIT, -

Soient E un ensemble et {(Ei,ifi)j'bejI } une famille
d'espaces p-topologiques. Pour chaque i dans I, soit f. une
application ¢ B ~—m%>h i Vé'(f (f (x)) on a T, (x)c V et donc
xc&f 'y, Ainsi le general topologle (f Wfi)-progectlve est une

p-topologle.

DEFINITION 6 : Nous appellerons p-topologie (fi,{fi)-projective

sur B la gencral-topologie (fi,ffi)-projective.

C'est (théordme 1-2.12) la moins fine des p-topologies qui
rendent continue toutes les f.. Bien entendu dans le cas du produit

cartésien on parlera de p- topo]otle produit et d'espace p-topologigue

produit.

p=TOPOLOGIIN PROJECTIVT Dl p-TOPOLOGIZES ABSOCIELS. -

’ -,—1 —— 4 N « [T,
Soient E un ensemble, { (ﬁis\);J$3-€I } une famille
-l
d'espaces general-topologiques et les fi des applications § Z —= %

Considérons sur © les deux general-topologies suivantes :

A ] : - -
\}, la general-topologie ( b -projective,
RN

_bl

*° . . -~ 4§ .

)J-projective (‘jﬁ* ctant

la p-topologie associde & Wf. cul est gussi sar definition, 1
P [ah] l Y ? 2

Palin

. Ak ,
et y', la general-topologie
+

—p

.4
p-topologie (fi, U.*)-projective.
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THEOR:: i, 17 s La p-topologle projective &J' des p-topologies

4Jﬁ* associées aux U’ est la p-topclogie Qf*’dssociée )

. . g
la general-tonologie (f., 17 )-projective W/,
it Vi

» . E - - ~ . . f | =
Démonstration. Par le thiéorcme 15, les Ii sont continues {3, U*)

7’(Ei’qji*) et donc U*> U, Y dtant la noirs fine des

o

p-topa]ogies qui .... Invers ment soit We U} *(x), c'ecst-a-dire
We 1% (x)xe W, soit encore xeW ot W est de la forme
£, “1y  avec Véztfl(fk(x)). Alors K ) e Yol

ey (5 () et w o= o ve U (x). ainsi Urs UL

K

p-TOPOLOGIE LUOTIENT, -

Si I est un espace p-topologique, ll'extension de la fonction
ﬂ > T P 3 1
ie voisiunage 1) & tout J(¥) est également propre en ce sens que
Ve HX) = XeV. In effet Ve V' (X) dquivaut & X< iV (thdordue

1-2.15) et 1 est dégressive.

Soient (E, U) un espace p-topologique, ' un ensemble et f

une application ¢ E -——= E', la genecral-topologic quotient {}f

” - . ] o I Yl ,'""
n'est pas en général une p-topolorie puisque si y ¢ Imf, b%j):'ﬁ'bz(kﬁt.

JENINITION 7 @ Nous appellerons p-topolozie guotient de 4y par f

n
- . A v, L 4 ~ ¥ P L . o e rs L
la p-topolosie ¥V * associde I la génirul-topnologie yuotiaeni

fa

0 ‘:

f.
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Cltest (théoréme 16 et 1-2.16) la plus fine des p-topologies
sur B' qui rendent f continue. Le caractére p-topclogique se itrans-
portant sur l'image de f lorsque celle-ci est continue (théoréme 12)
QJf et?}f* se confondent sur Imf. Par conséquent, dans le cas ou [
est surjective, lg p-topologie quotient est simplement la genersl-

m

topologie quotient. S1 p est la projection canonique de ¥ sur

U

R

" ' KA
un gquotient E-( ou =) on dira enccre que (23?}’) ou (=,
f R o) R

1'esapce p-topologique quotient de U par £ (ou par R).

est

p=TORPOLOGIE QUOTIENT D'UNE p-TOPOLOGIE ASSOCITE. -

Soient (E,AY) un espace general-topologique, E' un ensemble
et f une application surjective : E-——E', Considérons sur L' les

deux genczral-topologies suivantes :

ﬂff, la meneral-topologie quotient de Q)'par f,

et (tf*)f, la general-topologie auotient de VY * par £ (U* étant
la p-topolo.ric associde a %f) qui est aussi la p-topologie quotient
de A}* par f.

THEORTIE 18 : La p-topologie (Q}*)f quotient par f de la p-topologie

ﬂf* associde & ) est 1la p-topolosgie 4]%* associde & la gene-

ral-topologie 4ff quotient de 4} par f.

o - P N ey O .
Remarquons d'abord que Ve U *(X) édquivaut & X::V&JVG?Q;\A)

'} A N
puisgque 'Y/Xé}(, Ve?—.(U*(X) équivaut a V:{EX, xe V¥ Ve U(x).
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Démonstration du théordme 18 : Comme f est continue : (E, U)

—— (E',[)f), elle est encore continue : (E,U*) ——> (Eﬂiff*)

® & ¢ ¢ O @ DOTIC (n\j%),: _D_, tq.f*.
D'autre part U* <tant moins fine que 1, (Q/*)F est moins

fine que 1J. et donc (théoréme 16) [ *2({j*" ..
f f f

(théoreéme 15), Or ((}*)f est la plus fine des p-topologies qui

§,9. CONVIERGIENCE PROPRI, DiERIVATION ICNOTON: « ESPACS mp-
TOPOLOGIQUE, -

i

501t I un espace m-~topologique.

DLFINITION 1 ¢ On dira que L est propre si et seulement si

Viee . xe L b (1)

rd

THEOREYE 1 ¢ 1 vérifie l'axiome (@ si et seulement si L

est propre.

Démonstration. La propozition vaé Ufn), eV
équivaut a WJ(X)QEF ﬂ{ x}} et les propositions 3-1(1) et {1)

sont donc équivalentes.

wolt ¥ un espace p-topologiaue.

TRLONDHE 2 3 @ virifie 1'axiome (w) si et seulement si d ost
AP
(d

monotone croissante dans l'ordonné

(1), ), clestaii-d

i
- ey e

doLe
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a1 VX et Y € E, xay = dxedY, (2

Démonstration. Si a est monotone, X<Yentraine a(X/L'{x‘})g;a(Y'AJ{}c}),
et donec x€dX =—> xe€dY. Inversément si d est monotone X<&Y

entraine XUX & YudY et a est donc monotone.'

La proposition ( 1) sera dite axiome (p) relatif & la

convergence et la proposition (2), axiome (m) relatif & la dérivation.

DLuFINITION 2 ¢ Nous appellerons espace mp-topologique un espace

ceneral-topologique vérifiant les axiomes (m) et (p).

La general-topologie d'un tel espace sera dite encore _mp .

topologie.

Soit E, un espace np-topologique.

THEQREME 3 ¢ Un point x est un point d'accumulation d'un ensemble

X 81 et seulement si X rencontre tous les voisinages de x

en une intersection non vide et non réduite au seul point x.

S50it & démontrer 1 x€dX &> XN&X}&E G’U(X) (3)

Démonstration. xe«dX <> xea(X~/4ix1}) (théordme 3-1.21°)
et xe—a(Xde)x} ) <= X.mz{x} € 01 (x)(théoreme 2-1.2.2°)°'
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THROREME 4 : Yy e E , Ve e 4 0

wel e <= VXQ E, Xof{nleGar = sxedX., (4)

Dénonstration. Par 2-206), xeL & == .':’{/XC-_?E, Xm{x} € G € —=
Xeaa(Xf\/ﬂx'}ii d'ou (théoréme 3-1.2.1°) 1l'implication directe

de (4). Inversément supposons le second membre de (1)

et soit Ye G &. Alors ou bien xeY et donc xea¥, ou bien x¢7Y
mais alors YzVA:x]i = Y& GCtet donc, par le second membre de (4),
Xe dY. Ainsi en tout cas xea¥Y et donc ‘Q/YC.;E, YeG&L = xea¥,

ce qui, par 2-2(16) encore, est exactement xeng .k

THEOREME 5 \/ x € E, \/XQE,

x€ dX <= ‘3Q€A: XN)] x}e G@@xeLg, (%)
et xe dX === 3(9,6}4 dans X'V%x}’ : xe L@, (6)

Dénonstration. Les seconds membres de (5) et de (6) sont 1l'un et
1'autre équivalents & xe a(X m;x}) (2-2(17) et 2-2(18)), d'on
la these par le théoréme 3—1.2.1°.'

COVTINUITE, -

Soient E et E' deux espaces mp-topologiques et f une
application ¢ E -——= E'., Soient a' et d' la fonction d'adhérence

et la dérivation de 1'espace E'.
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THEQREE 6 : f est continue gi et seulement si

VX§E7<£(§X < a’{X. (7)

Démonstration. La proposition 2-3(5), donne, par le théoréme

3-1.2,2°, FXUfAX < fXUQ'fX, c'est-i-dire faXe fXoud'rx, |

RELATIVISATION, -

L ireneral-topologie induite sur une partie D d'un espace
™

np~topologigue I est une mp-tovologie dltaprés les congsidérations

quil précedent lesdéfinitions 2-«3,1 et 3-1.4.

DEFINITION % s Nous appellerons mp-topologie induifte sur 0 par

m

la mp-topologie de E la general-topologie induite.

THEQOREME 7 : L'ensemble dérivé de l'ensemble X dans D est

l'intersection avec D du dérivé de X dans l'espace E,

Soient aq et dD la fonction d'adhérence et la dérivation

correspondant a la mp-topologie induite.

Démonstration., xedX = XtﬁaD(Xi\/%X} ) (théoréme 3-1.2,1°)
et a (X ~dx}) = a(Xx~{x}) O D (théoréme 2-3.9). Ainsi

X€ dDX équivaut a xe-a(XM% x} )Q xe D, soilt encore xe& dx&xe D«i
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COROLLAIRE ¢ D est fermé si et seulement si V&QED, dDX = dX,

Démonstration, Si D est fermé, dD<D et donc a fortiori, par 1la
monotonie de D, dX« D pour X< D. Alors dX M D = dX et dDX = dX.
Inversément d..D = dD équivaut a4 4D M D = 4D, c'est-a-dire

D
5 anc . |

mp~-TOPOLOGIES PROJECTIVE WT PRODUIT, -

Soient E un ensemble et.{(Ei,jS)l ie‘I} une famille

d'espaces mp-topologiques. Pour chaque i dans I, fi est une

application s E-——>E,. La m-topologie (fi,Tfi)-projective est
plus fine que la general-topologie projective et celle-ci est une
p-topologie d'aprés les considérations qui précédent la défini-

tion 3-1.6.

DEFINITION 4 : Nous appellerons mp-topologie (fi,?ji)-projective

sur E la m-topologie (fi, Uﬁ)-projective.

C'est (théordme 2-%,.20) la moins fine de toutes les mp-topo-
logies sur E qui rendent toutes les fi continues, Dans le cas

du produit cartésien on parlera aussi de mp-topologie produit

et d'espace mp-topologique produit.




mp-TOPOLOGIE QUOTIENT, -

Soient (E,V) un espace mp-topologique, E' un ensemble
et f une application : E-—=E', La p-topologie {j?, quotient
de \j par f, est également une m-topologie., Supposons en effet
W2V et Veal}; (y), c'est-a-dire ye{VéQf‘1V€£Qf(f-1(y)). Comme 1)
Ty ad (f-1(y)) et comme yeV

on a aussi y<€ W, Donc bﬁe?f? (y) et ﬂﬂf* (y) est bien antihé-

est antihdéréditaire on a encore f

réditaire.

DEFINITION 5 ¢ Nous appellerons mp-topologie quotient de i?par

f la p-topologie quotient ’b;*c

C'est, comme p-~topologie quotient, la plus fine des mp-topologies
sur E' qui rendent f continue. Si f est surjective QJf = ﬂf*
et la mp-topologie quotient est simplement la general-topologie

quotient.
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83, AXIOME (i)

Soit E un espace general-topologique.,

THEOREME 1 : Les trois propositions suivantes sont équivalentes

Wxee, YXeVo), {ylxeliy)fe Vo, ()
x<ec e, (X el cuwvernt (2)
of VXS E, aX ot fomd. (3)
Démonstration.
1°) Comme {y‘jXﬁéqj(y)} est simplement iX, la proposition (1)

peut s'écrire, par 1-1(1), \(/xe-E, k/x;:E, X€iX —=> x e1iX

et sous cette forme elle est visiblement équivalente a (2).
2°) Si dans (2) on substitue ~X & X, on trouve :V X<E, inX est
ouvert. Or aX est le complémentaire de i~X et donc, par le

théoreme 1-1,3, (2) équivaut a (3),

La proposition (l) sera dite axiome (i) relatif a la fonction

de voisinage, la proposition (2), axiome (i) relatif & la fonction

d'intérieur et la proposition (3), axiome (i) relatif & la fonction

d'adhérence. Un espace general-topologique vérifiant l'un de ces

trois axiomes sera dit vérifier 1'axiome (i).

So0oit E un espace p-topologique,
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THEQOREME 2 : L'espace E vérifie l'axiome (i) si et seulement si

la fonction d'intérieur east idempotente et =i et meulement
si la fonction d'adhérence est idempotente, c'est-a-dire
1 i1 = 1 ou si aa = a. Ce sont des conséquences immé-

diates des théorémes 3-1,6,2° et 3-1,7.1°.

Soient E un espace m-topologique.

THEOREME 3 : E vérifie l'axiome (i) si et seulement si

Ve B VX Ut), T Y cuuisnt cham E e ¥ xe U, (4)

Démonstration. Si x appartient & l'ouvert Y, alors (théoréme
1-1.4) Ye U (x). Si de plus Xe U (Y), c'est-a-dire (théordme
1-2,15) si Y iX, alors iXe U (x) puisque %) est antihéréditaire,
D'od (1) entraine (4) puisque iX =-fyl Xeiif(y)} . Inversément
supposons (2) et soit XU (x). On a xe iX par 1-1(1). On a iX est
ouvert par (2). On a X< {/(iX) puisque iX=iX (théoréme 1-2.15).
Ainsi (2) entraine (4). [

Soit E un espace mp-topologique.

THEQREME 4 s E vérifie 1'axiome (i) si et seulement si

YxéE,€Xe@hdﬂ1V@uwwdmmE:x€7&3&éx\. (5)
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C'est la forme de l'axiome (i) que l'on utilise habituellement pour

les voisinages en topologie.

Démonstration. Les voisinages étant propres (axiome (p)),

Xe¢ U(Y) implique X=2Y. D'autre part A} étant antihéréditaire
(axiome (m)), si Y est un ouvert contenu dans X, alors Xe U (Y)
Finalement si Y est un ouvert on a VX<E, X< U(Y) <= X2Y et

par conséquent (4) équivaut a (5). |

ESPACE mpi-TOPOLOGIQUE, -

DEFINITION 1 : Nous appellerons espace mpi-topologigque un espace

general-topologique vérifiant les axiomes (m), (p) et

().
Soit E un espace mpi-topologique.

THEOREME 5 ¢ V est un voisinage d'un point x si et seulement si

V contient un ouvert contenant ce point.
Démonstration., Si O est un ouvert comprenant x, Oe U (x) et donc,

Uy étant antihéréditaire, V20 entraine Ve {F(x). L'implication

opposée est simplement la forme (5) de 1'axiome (i). A

THEOREME 6 s

1°) L'intérieur de l'ensemble X est le plus grand ouvert

contenu dans X.

2°) L'adhérence de l'ensemble X est le plus petit fermé

contenant X.
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Démonstration.
1°) Si O ouvert est contenu dans X, alors, i étant monotone, on a
i0 ¢iX, d'ou 0<iX. D'«utre part iX est lui-méme ouvert

(axiome (i))°

2°) Si F fermé contient X,alors aF=aX, d'ou Fz2aX. D'autre part,

aX est un fermé. '

LA FAMILLE DES OUVERTS COMME CONCEPT INITIAL DE LA STRUCTURE
mpi-TOPOLOGIQUE, -

Le théoréme 5 permet de caractériser entierement la fonction
de voisinage d'un espace mpi-topologique a partir des ouvertis de cet
espace. Un tel espace étant en particulier un espace m-topologique,
on sait (théoréme 2-3%3.1.1°) que l'union d'une famille quelconque
d'ouverts et encore un ouvert. En fait cette propriété est aussi
suffisante pour l'efficacité de la notion d'ensemble ouvert comme

concept initial de la structure d'un espace mpi~topologique,

Soient E un ensemble et ¢ une partie de @®(E). A partir de ¥~

nous définirons une general-topologie 1%9 sur E par l'équivalence

¥ q - a7 e ¢, & e =
\/éb@(x) ﬁjoeb.xCouc_v, (6)

THEOREME 7 1%% est une mpi-topologie sur E.

Démonstration. (m) :QJ est antihéréditaire par la transitivité

de l'inclusion
3

(p) 5 xe 0<V entraine xeV et {J7 est donc propre

2

(i) s d'abord les éléments de é;'sont des ouverts de l'espace
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q ~ o/
(E, J'\,’Q/) en effet si 0efJ, xe0<€0 et donc 7 xe0, OGU(X).
Alors Q%Q, étant définie par 1'équivalence (6), vérifie
évidemment (5). Or comme on a démontré déja que g/ est une

mp-topologie, (5) est (théoréme 4) l'axiome (i) pour 1l'espace
(B, Vs ). K

THEOREME 8

1°) Les éléments de & sont des ouverts de 1'espace (E,i%; ).

2°) Les ouverts de l'espace (E,’L%y) appartiennent tous
a2 € si et seulement si la famille & vérifie la

proposition suivante

N
(= & =

, el e e, (7)
3°) Ltespace (E, 1...) est le seul espace mpi-topologique
) &7

dont &7 soit l'ensemble de tous les ouverts.

Le 1° a été démontré au passage dans la démonstration de (i)

au théoréme 7.

Démonstration. 2°. Soit O un ouvert de l'espace (E,Qﬁé;), c'est-a-
dire VxéO, 0 € r'\j (x), soit encore VxéO, Joe "

xe 0'< 0. Ainsi on peut recouvrir O par des éléments de & qui y
soient contenus, et donc 0 = U-{O' [O' e&oco }, Alors,

si 1'on suppose (7), 0€{+. Inversément si O est la famille des

ouverts de l'espace (E, N ,¥27vérifie (7) puisque 1!.. est une
.

4@,
m-topologie,

3° Supposons que € soit aussi la famille de tous les ouverts de
1'espace mpi-topologique (E, {/). Alors (théoreme 5) Ve L (x)

Y 3 Oe?gﬁ: xe=08JO§;V. Mais le second membre de cette équivalence
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est par définition V ¢ (Ué(x) et donc U”= U'@ 5 |

Soit maintenant jt’une partie de SP(E), Il est clair que F

vérifie la proposition
: .
VF ' cF, nFlesr (8)

si et seulement si la famille &F = ‘{NF |F€ J@} vérifie (7))
aé

Par conséquent :

THEOREME 9 ¢ 5 est la famille des fermés d'un (et d'un seul)

espace mpi-topologique 8i et seulement si j}'vérifie la

proposition (8).

CONTINUITE, -

Soient E et E' deux espaces general-topologiques et f une
application : E ~—— E'., Soient =" 1la famille des ouverts de
l'espace E et 95'1a famille des fermés. Soient i', a', €' et

bl

¥ l1'intérieur, 1'adhérence, les ouverts et les fermés de E'.
J- ’ ’

THEQREME 10 : Si f est continue, alors on & les deux propositions

suivantes
e &
ot £ o
Démonstration.

1°) Soit 0 &', on a £ 0z 170 (1-2(2)) et donc, puisque O esi

ouvert, £ locir 0.
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ey . - -1 -
2°) Soit Fé.?, on a de méme f 1F:"i'f a'F2a 1F.l

THEOREME 11 ¢ Si f est ouverte, on a la proposition suivante :

t&< &,

en effet, fOCfi0O<i'f0 si 0€ )

THEQREME 12 : si f est fermée, on a la proposition suivante :

) o O
f?”_C_':J",

en effet, si Fe§, fF=faF2a'fF.

Supposons maintenant que E et E' soient de plus Aes
espaces mpi-topologiques. Toutes les conditions nécessaires écrites

ci-dessus deviennent alors suffisantes.,

THEOREME 1% : f est continue si et seulement si
-1 s
T < O (9)

et si et seulement si

e o (10)

Démonstration.
1°) Soit X<E', i'X est ouvert et donc, si 1l'on suppose (9), ERD
est ouvert. Comme il est contenu dans £"'X on a aussi (théorene

6.1°) Flirxeir ',
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2°) Soit X<E!', £7 14X est un fermé ((10)) contenant £ X et donc
(théoreme 6.2°) contenant af-1X.l

THEOREME 14 : f est ouverte si et seulement si

e o et (11)

Démonstration. Soit X<=E, fiX est ouvert ((11)) et contenu

dans fX. Par conséquent (théoréme 6.1°) fiX est contenu dans i'fX. §

THEQREME 15 ¢ f est fermée si et seulement si

£ F <& F (12)

Démonstration. Soit X< E, faX est un fermé ((12)) contenant

fX et donc (théoréme 6.2°) contenant a'fX.

COMPARAISON DES mpi-TOPOLOGIES, -

Soient 1 et ' deux mpi-topologies sur E et soient o
et &' (respectivement 7 et T ') les familles d'ouverts

(respectivement de fermés) correspondantes.

THEQREME 16 Kj est plus fine que U ' si et seulement si

& 2 & (13)

et 8i et seulement si

e W S |
F =0

(14)
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Démonstration. Ce sont des expressions, par le théoréme 13,

de la comtimuité de 1'identité : (E, V) —= (8, U"). I

On remarquera d'ailleurs, par le théoréme 10, que ces équivalences
sont déja vérifiées, mais dans un sens seulement, pour des general=-

topologies quelconaques.

RELATIVISATION, =

Soit E un espace mpi-topologique et D une partie de E.
L'intersection avec D d'un ouvert de E est simplement 1'image
inverse de cet ouvert par l'injection d'inclusion et, celle-ci
étant continue (théoréme 1-1,11), cette intersection est donc un
ouvert pour la general-topologie induite (théoréme 10). Alors soit
xeD et Ve U(x). V contient un ouvert O comprenant le point x et
donc V {1 D, voisinage de x pour la general-topologie induite,
contient autour de x, l'ouvert O {1 D, Ainsi la general-topologie
induite IjD est une mpi-topologie (théoréme 4 - on savait en effet

déja que ’L% était une mp-topologie).

DEFINITION 2 : Nous appelerons mpi-topologie induite sur D

par la mpi~topologie de E la general-topologie induite

par cette mpi-topologie.

Soient & et £ (F3
espaces (D,‘Ub) et E.

etF) les familles d'ouverts (de fermés) des

THEOREME 17 : €&, = {onbjoé@} oF ﬁgr)z'FﬂNFe;ﬁ‘?,
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Démonstration., Soit j l'injection canonigue d'inclusion.
j'1x =X N D, d'ou, par la continuité de j (théoréme 1-2,11), on
a (théoréme 13) {GDDfC)é @’f - F_"JQ el {FﬂDlFé‘_ f}g}"—g .

Comme d'autre part Iﬁb est la moins fine des mpi-topologies qui

rendent j continue, on a aussi (théoréme 16) les inclusions opposées.l

THEQREME 18 : D est fermé dans E si et seulement si les fermés dans

D sont aussi fermés dans E.

Démonstration. D est fermé si et seulement si j est fermée (théoréme

2-3-11) et j est fermée si et seulement si (théoréme 15)
g 4 (A
fD=jD"’ iy |

mpi-TOPOLOGIES PROJECTIVE ET PRODUIT, -

Soient E un ensemble, '<(Ei’{]i)’ iel } une famille d'espaces
mpi-topologiques et les fi des applications : E ~—e;’Ei. Alors
la mp-~topologie (fi,’ba)-projective FU est une mpi-topologie en
effet soit VééFi)(x), c'est-a-dire Vééf;1vk pour un certain kel
et un certain VkéﬂLﬁk(fk(x)). Alors comme fk(x)é§ 0 <V
certain ouvert O de1(Ek,[)k), on a xe&f;10kg;f£1 V..
continuité de f, f; 0, est ouvert et on a donc (5), c'est-a-dire

, pour un

Par 1la

(théordme 4) F ) est une mpi-topologie.

DEFINITION 3 : Nous appellerons mpi-topologie (fi,ﬂji)- projective
sur E la mp-topologie (fi,T}i)-projective.

C'est, en tant que mp-topologie projective, le moins fine des mpi-

topologies sur I qui rendent continues toutes les fi.
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THEOREME 19 : Les ouverts pour la mpi-topologie (fi, t%)-

projective sont les unions d'images inverses d'ouverts

dans les (Ei,(LE).

Démonstration. Les images inverses d'ouverts sont des ouverts
théoréme 13) puisque les f, sont continues et une union de telles
images inverses est donc un ouvert. Inversément soit 0 un ouvert
pour la mpi-topologie projective. On a U‘xeao, 0P U(x) ce qui,

ainsi qu'on l1l'a remarqué dans la discussion qui précede la

k
ouvert 0, de (Ek,if ) comprenant le point fk(x). Ainsi O est

définition 3, suppose 0=2f Ok pour un certain k et un certain

: . v g,
recouvert par des fk Ok qu'il contient et donc 0 = L){‘?k Ok )Gk

A
?,
ouvert dans (Ek,‘Lk) &A £, 0,S 0} l

e r————_ —— . i

mpi-TOPOLOGIE ASSOCIEE A UNE general-TOPOLOGIE, -

Soit U une gencral-topologie sur l'ensemble E et soit &2

la famille des ouverts de 1l'espace (E, V).

DEFINITION 4 : Nous appellerons mip-topologie associée & la

general-topologie Qj’la mpi-topologie &+ définie par

Ve 60 §f236J€9=V2?09%' (15)

Cette définition est aussi celle de 1%% (voir (6)) et donc (thé-

oréme 7) Q} est une mpi-topologie.

C}:’ 1A%
THEQREME 20 : La famille £’ des ouverts de l'espace (E,1}) est

l'ensemble des unions de familles d'ouverts de 1'espace

(E,"V),
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-ﬁ

i -
Démonstration, On a Eai»é}(theoreme 8.1°) et donc {VUE" {€ﬁ<:‘53’ 7
(théoréme 2-3.,1.1°)., D'avtre part on a montré dans la démonstration

du 2° du théoréme 8 que s1 Oé@ OhU{D'}O cer&lolc O}.

Ainsi {U@"f@’ @’} l

o, 9
U n'est pas en général comparable a . Cependant si U

fa

est une m-topologie, V20 >x entraine Ve {J (x) et donc que

est moins fine que 1).

THEOREME 21 : ©5i 1}’est une m-topologie, la mpi-topologie associde

a U est la plus fine des mpi-topologies moins fines que <.

Démonstration. 5i 7' est une mpi-topologie moins fine que la

m-topologie, on a &2 Cr' d'aprés la remarque qui suit le théoreéme

N

16. Comme d'autre part € -GG on a alors é%'éééj. l

mpi-TOPOLOGIE QUOTIENT. -

Soient (E,1J) un espace general-topologique, E' un ensemble

et f une application : E—>=E"',

THEOREME 22 : Les ouverts pour la general-topologie quotient

/L}f sont les parties de E' dont l'image inverse par f est un

ouvert de (E, ).

Démonstration. Supposons que 0 est ouvert pour L}.
Si xef 1o f(x)e 0 et donc oe @ (f(x)), c'est-a-dire =10
UTf f(x)) et en particulier f Oe:ﬂ_(x) Si 0 n'était pas dans [mf

on aurait £0 = @, toujours ouvert. Inversément, si £710 est un
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- ) -1 ,
ouvert et si ye&o0, f 1(y) étant contenu dans f O est également

contenu dans i f_10, c'est-a-dire f-10e£Q}(f-1(y)), soit encore

ocU . (y). K

Supposons maintenant que (E,}$) soit méme un espace mpi-
topologique et que f soit une surjection. Il n'est pas sur que la mp-
topologie quotient QJf soit une mpi-topologie car cela supposerait
si V é{)f(y), qu'il existe un ouvert 0O tel que y€ 0 <V clest-a-dire
que f-1V;?f-1O;2f-1(y). Or, il se peut trés bien que £~V ne contienne

pas d'ouvert saturé contenant f-1(y).

DEFINITION 5 : Nous appellerons mpi-topologie quotient de 7} par f

N rd ~ » -
la mpi-topologie 1. associde a la mp-topologie quotient i@»

f

C'est la plus fine des mpi-topologies qui rendent f continue

(théoréme 20 et corollaire du théoréme 2-3.24).

THEQREME 25:

1°) f est compatible avec 1? si et seulement si le saturé d'un
ouvert est encore un ouvert, c'est-a-dire si et seulement

si

el & © &, (16)

“
2°) f est anticompatible avec !/ si et seulement si le saturé
d'un fermé est encore un fermé, c'est-a-dire si et seule-

ment si

el F o F (17)
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Démonstration.

1°) Supposons 1-2(20. et soit O un ouvert de (E,3)), c'est-a-dire
(théoreme 1-2-15) 0€ U (0). Alors f-1f0<51)(f-1f0). Inversément
supposons (16) et soit Ve {J(x), c'est-a-dire V2 03 x pour un
certain 0 ouvert. Alors xeff-1f0‘£ f—1fV el f”iE\IE?t)[XJ.

2°) Supposons 2-3(11) et soit F un fermé de (E, U ), c'est-a-dire
F2aF. Alors f 'fF = £~ 'faF et donc f 'fF=2af” fF.
Inversément supposons (17) et soit XEE. f_1faX est fermé comme
ax. D'autre part £~ faX contient £~ fX et donc (théoréme 6,2°)

contient aussi af-1fx.l

~/

THEOREME 24 : Si f est compatible, alors V. est simplement ‘Uf.

f

Démonstration, Soit VeZQJ}(y), c'est-a-dire f_1V€?()(f-1(y)). On a
alors f'1V;?OE?f-1(y) pour un certain ouvert 0 et donc V=f0=2y,
f étant compatible, f-1f0 est ouvert et donc (théoréme 22) fO

est ouvert dans (E‘,(U}). Ainsi i&.est elle-méme une mpi-topologie
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4. REMARQUES BIBLIOGRAPHIQUES, -

Les espaces p, -topologiques apparaissent dans APPERT [i]
sous le nom d'espaces topologiques avec comme concept initial
la dérivation. On pourrait bien sir citer Fréchet et Riesz a ce
propos. On trouvera, dans APPERT fl] toujours, les espaces mp, -
topologiques sous le nom d'espaces (1)) (dus a Fréchet) avec comme
second concept initial les voisinages ou plus précisément les systémes
fondamentaux de voisinages. La fonction d'adhérence est introduite
par Appert en tant que nouveau concept initial pour les espaces p, -

topologiques dans APPERT [521 .

L'axiome (m) relatif a la dérivation est la 2éme condition
de Riesz. L'axiome (i) relatif & 1l'adhérence, dans un espace mp_ -
topologique, est la condition &) de Appert sur les espaces ().

La notion d'intérieur que nous avons adoptée est celle qui apparait
dans APPERT [2].

Concernant les espaces general-topologiques et m-topologiques
nous n'avons eu connaissance au départ que des résultats de Day sur
la convergence en relation avec 1l'adhdrence et les voisinages (voir
paragraphe 2-5)., Nous avons trouvé ensuite dans APPERT [3] les re-
lations entre intérieur, adhérence, dérivé et voisinage dans les
espaces general-topologiques (et p-topologiques pour la dérivation)
ai nsi gqu'une notion de continuité dans ces espaces. Nous allons,
sur deux points particuliers de cet article, entrer dans plus de
détail.,

ENTOURAGES ET VOISINAGES. -

- s
Soit E un ensemble et a une applicati.on :i;)(E)—"“%FHJ‘(E) qui
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sera appelée fermeture dans APPERT [5] . Appert appelle

intérieur de l'ensemble X l'enscmble ~an X et entourages de x les

ensembles auxquels x est intérieur,

Ces entourages sont donc ce que nous avons agppelé les
voisinages de l'espace general-topologique dont a est la fonction
d'adhérence. Appert appelle alors famille de voisinages de x
toute famille ?/telle que X« aX <> Xc—.G‘f‘/.

Nous appellerons A-voisinages de x les éléments de toute

famille de voisinages de x au sens de Appert. Il existe une famille
95 de A-voisinages pour le point x si et seulement si la famille

€ (x) de tous les entourages du point x est antihéréditaire et dans

ce cas E(x) = FF . Une famille de A-voisinages de x correspond donc

4 ce que nous avons appelé, dans le cas d'un espace m-topologiquey

un systéme fondamental de voisinage de x, L'axiome (m) devient

chez Appert : pour chaque point x de E, il existe une famille de A-
voisinages de X« Appert montre aussi que ceci est équivalent a supposer

a monotone,

CONTINUITE ENTRE ESPACES general-TOPOLOGIQUES, -

Appert définit la continuité d'une application f : E == E!

& partir des entourages de la maniére suivante : quelg que soient 1le
point x et 1l'entourage V' de f(x), il existe un entourage V de x

tel que ye V => fiy)eV'. On a ainsi V§2f-1V' et finalement la
continuité au sens de Appert devient pour des espaces general-topo-
logiques (E,V) et (E', '), VY xeE, f_1LT(f(x))§;F1j(x), soit
encore, par le théoréme 2-3.6, f est continue : (E,FU ) —— = (E',FUJ').
La continuité au sens de Appert est donc la continuité entre espaces

m-topologiques associés.
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Ainsi tout le paragraphe 1-1 est couvert par APPERT 3
sauf peut-&tre en ce qui concerne l'usage explicite des voisinages
(ou entourages) comme concept initial. Au contraire, comme nous
venons de le voir, notre définition de la continuité paralt
nouvelle et nouveau par conségquent tout le paragraphe 1-2
ainsi que le paragraphe 3-1 & partir de la section sur la conti-

nuite,

La notion de continuité que nous avons adoptée se
confond avec celle de Appert & partir des espaces m-topologiques

et elle était bien connue pour les espaces mp, -topologiques (es-

paces (71)).

Les définitions de general-topologies projective et quotient

et les résultats qui s'y rapportent sont nouveaux & notre con-
naissance. En fait nous n'avons pu retrouver dans 1la littérature
que la définition de la mp.-topologie quotient et le théoreme
correspondant & 1-2,16 ainsi que la définition de la mp, -topologie
projective et le théoréme correspondant a 1-2.11 dans le cas
particulier ou 1l'on dispose d'une seule application f d'un

ensemble dans un espace mp_-topologique (MAMUZIC Ifz] ). Nous
ntavons pu consulter MAMUZIC [:4] mais on peut déduire du titre

que Mamuzic annonce des résultats sur les produits d'espaces (1?).

- Pour les espaces mp,-topologiques et les espaces plus
particuliers nous renvoyons a SIERPINSKI [2] s APPERT & KY FAN Ll{.
Citons aussi MAMUZIC [1] et [3] qui sont sur le mé€me sujet, sauf

erreur de notre part (nous n'avons pu les consulter).
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Citons encore ici deux généralisations qui ne peuvent

s'intégrer dins la ligne que nous avons suivie.

Abian généralise les ouverts de la topologie en une famille
quelconque de sous-ensembles, définit une convergence et définit
2 partir de celle-ci une notion de continuité. Dans le cas d'un
espace topologique, le seul systéme convergeant vers x serait la base
de filtre de tous les ouverts contenant x - sauf erreur de notire

part, l'article, trés bref, ne donnant que des définitions.

Hammer part d'une application quelconque f : ¥ (E) —=> T (E)
Tl y associe apreés plusieursétapes une notion de dérivation et,
de la, une notion de continuité., La théorie qu'il construit garde
peu de ressemblance avec la topologie habituelle mais permet
cependant de définir, comme cas particulier, la continuité entre

espaces mpi-topologiques.

RS S P D S M e W G SR G
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