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INTROSUCTION.

—~ -

La dérivée "au sens ce Fréchet” des fonctions entre szpaces norm’.
maintenant une notion clacsique. Celte dérivée jouit des principales pro-
priétés élémentaires de la cirivie des fonctions réelles d'une variable

réelle et de gquelques autres moins élémentaires.

Dans le cas des espaces non normds, la situation est moins favorable.
Parmi les propriétés de la dérivée, je distinguerai les "propriétés de
base”, les propriétés élémentaires liées & la définition méme, telle, par
exemple, la régle de dérivation d'une fonction de fonction; et les "résultate
fondamentaux”, les grands théorémes de la moyenne, de Taylor, des fonctions

implicites.

Les problemes les plus irmportants apparaissent dés le niveau de ce que
j'ai appelé "propriétés de base”, si 1'on admet comme telles les propriétés
que le composé de deux fonctions est de classe ﬁ21, ou deux fols dérivehl-
avec celles-ci. La démonstration classique utilise la continuité, ou la

différentiabilité, de 1'application cannnique de composition :
L{E;F) x L(F;G) » L(E;G)

sur les espaces d'opfreteurs linéeires continus entre les espaces normés

E, F et G. Pour des espaces localement cocnvexes, on ne peut pas donner de
définition générale de topologie localement convexe sur les espaces d'opéra-
teurs linéaires continus qul rende cette ar lication continue et telle gu=x

1'espace L(R;E) soit iscmorphe &8 E (voir Keller, "Uber Probleme”).

De méme 1'isomorphisme entre L(E;L(F;G)) et 1l'espace L(E,F;G) des appli-
cations bilinéaires continues, isomorphisme dont on dispose dans le cas des
espaces normés, n'est plus essuré pour les espaces localement convexes ~*

raux, ce gui complique le traitement des dérivées d'ordre supérieur.
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Ainsi 1'usage méme de la structure d'espace localzment convaxe, avant tout
définition de dérivée, compromet en partie le développement d'un calcul diffé-

rentiel.

De la vient gque la plupart des auteurs qui se sont attaqués au calcul dif-
férentiel dans les espaces non normés ont fait appel & des structures autres
que topologiques. C’est le cas dec Frdlicher et Bucher, Bastiani, Binz, Keller

et cetera, d'une part; Jose Sebastido e Silva d'autre pert.

Le point de vue des auteurs du premier groupe est explicité par Frdlicher
et Bucher, Bastiani et surtout Keller, dans”Uber Probleme”. Ils procedent en
munissant les espaces L{E;F) d'une structure plus générale, pour laguelle
1l'application canonique de composition soit continue. &t si 1'on veut dériver
& son tour la fonction dérivée qui est 3 valeurs dans un tel espace LI(E;F),
il faut faire toute la théorie de la dérivée pour la structure plus générale,
obtenant ainsi un calcul différentiel pour les fonctions entre espaces locale-

ment convexes comme cas particulier.

Jose Sebastido Silva, dans son "Calcul”, base la définition de dérivee
d'une fonction entre espaces localement convexes sur les bornés de ces espaces.
Cela revient en fait, comme il le fait remarquer ultérieurement dans "Espaces
d bornés et fonction différentiable”, & utiliser la structure & bornés con-
vexes associée a ces espaces. Si E et F sont des espaces localement convexes.
on peut définir un espace & bornés convexes L(E;F) adapté a notre probleme

de composition.

l.a relation de 1’espace localement convexe & son espace & bornés convexes
associé est fonctorielle mais ne va plus du particulier au général, comme
c'était le cas pour les structures pseudo-topologiques utilisées par les
auteurs du premier groupe. Nous verrons comment les espaces & bornés convexes
peuvent &tre, au méme titre gue les espaces localement convexes, considéres
comme des cas particuliers d'espaces pseudo-topologiques au sens du "Calculus”
de Frdlicher et Bucher. De plus, le définition de Silva pour la dérivée d'une
fonction entre espaces localement convexes apparait alors comme la particule-

risation de la définition de Frolicher et Bucher, non pas aux espaces localement
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convexes eux-mémes, mais bien & leurs espaces & bornés convexes associés.

I1 serait malheureux de faire un choix définitif d'une notion de dérivée
du point de vue de ces "propriétés de base"” et donc, essentiellement, selon

les critéres théorigues énoncés par Keller dans "Uber Probleme”. En effet,
telle ou telle notion pour laguelle le composé de fonctions de classe i
ne serait plus nécessairement de classe 651 peut cependant &tre intéressante

pour l'étude des fonctipns, considérées isolément, du second point de wvue.

Ce second point de vue est celui de ce gque j’'ai appelé les "résultats
fondamentaux”. Le théoréme de la moyenne pour les fonctions d'une variable
réelle sur un intervalle fermé et borné vaut pour toutes les notions considé-
rées. On aurait pu craindre que, dans les conséguences du théoreme de la
moyenne, le défaut de certaines "propriétés de base” se fasse sentir puisque
1'on appliquera le théoréme & des fonctions composées de la forme g{t)=f(a+th)
oud t est un nombre réel; mais, pour ce composé simple, la difficulté n'est
qu’apparente. Les premiéres conséguences du théoreme de la moyenne restent

donc indépendantes de la notion choisie.

Assez curieusement c’est la question de le dérivation d’un polyndme qui
départage les différentes notions de dérivée. N'ayant pu dériver un polyndme
"au sens de Fréchet” j'ai db abandonner, pour cette notion, la démonstration
du théoréme de Taylor. Je ne sais pas non plus si le théoreme est faux pour
cette notion mais il reste que la notion de dérivée la plus naturelle a
premiere vue, la plus proche de la dérivée de Fréchet pour les espaces normés,
apparalt comme présentant des inconvénients sérieux. D'une autre notion de
dérivée, nomméec d’'aprés Gateaux, je ne sais pas si elle vérifie la regle de
dérivation d'une fonction de fonction. Force est de constater gue ces
illustres mathématiciens voicent leurs noms associés aux deux définitions les
plus mauvaises. O0On peut en tirer le lecgon que, contrairement au cas, sans
danger, des theoremes, il faut attendre 1'épreuve du feu avant que de lier

un nom propre & la généralisation d'une définition.
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Le théoréme des fonctions implicites, dans son énoncé classique, est
également faux pour toutes les notions de dérivées. Cela résulte de contre-
exemples qui ont la perticularité de préexister a toute définition de dérivée.

Ce point sera discuté avec plus de détails en son lieu.

ooJ.
"o oW

La dissertation s'’organise autour du paragraphe premier du chapitre 3.
On y décrit et compare gquelques unes des notions de dérivée que 1'on trouve
dans la littérature. Je fais peu de place aux définitions fondées sur des
structures pseudo-topoclogiques. Cette direction de recherche culmine dans
1'excellent "Calculus” de Frdticher et Bucher. La définition de Silva est
basée sur la structure d’espace & bornés convexes et son applications deman-
dait quelques préliminaires. Les chapitres 1 et 2, formant la Premiere Partie,
traitent des fonctions continues entre espaces & bornés convexes et de la
dérivée de telles fonctions y compris les "propriétés de bese". Avant cela
un chapitre 0 a précisé les positions respectives des différentes structures
considérées et décrit des foncteurs les reliant. Ainsi ce paragraphe 1 du
chapitre 3 marque le passage des préliminaires & l'objet lui-méme de ce travail
le calcul différentiel dans les espaces localement convexe. C'est la Deuxizme
Partie (chapitres 3,4 et 5) ol 1'on trouvera la théoréme de la moyenne et ses
applications, le théoréme de Taylor, et des résultets concernant le probléme

des fonctions implicites.

Les gquelques exemples gui servent d'illustration ou de contre-exemple
sont regroupé€s. Enfin des Appendices contiennent des renseignements sur des

notions ou des résultats peu connus ou difficiles & trouver dens la littérature.

Le texte principal est divisé en chapitres, paragraphes et numéros, les
appendices en numéros. Les références se font aux numéros par trois nombres

(A et deux nombres pour les appendices) qui ont un sens évident.
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On a vu comment les chapitres sont regroupés dans deux Parties.
Des titres, indépendants de la division en numéros, entrecoupent le

texte pour fournir des points de repere & la lecture.

X
b
“r
”

.
.

8%

Quelques conventions seront utiles. La seconde et la troisieme sont
importantes.

1° J'ai écrit filtre abusivement & un certain nombre d’endroits od il
aurait fallu, au choix, base de filtre ou filire engendré par - . De plus
certains de ces "filtres” pourraient admettre 1'’ensemble vide comme élément.
On conviendra que ces "filtres”-1a convergent vers tous les points de 1'espace

méme si 1'on a dit d'autre part gue les limites éteient uniques.

2° J'appelle fonction d'un espace dans un autre une application d'une

partie du premier dans le second. Une expression telle que :
la fonction f est continue : E > F ,

indique seulement que la continuité est entendue par rapport aux structurers
des espaces £ et F; elle ne signifie en aucune fagon que f est définie sur
£ tout entier.

3° La dérivée en un point, pour les notions considérées, n'est unique
gue si les limites sont uniques. Pour pouvoir parler de la dérivée sans
répéter chaque fois des hypothéses de séparation, je propose la convention
qu’ad partir de la premiére définition de dérivée au chapitre 2 les espaces
donnés sont supposeés vérifier la condition que les limites sont uniques.

Cette convention sera rappelée en lieu vutile.

Pour certains résultats élémentaires, la convention n'a pas de conségilenro.
D'autres résultats pourraient &tre faux sans quelque hypothese de séparation,
et cele doit &tre gardé présent & 1l'esprit puisqu’aucune hypothéese de ce

genre n'apparaitra dans l'énoncé.
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En outre quelques notations sont fixées. Ainsi R et s désigneront
toujours, respectivement, la droite réelle et le filtre de ses voisinages

de zéro.

Il me faut remercier d'abord le Professeur Lavendhomme gqui a attiré
mon attention sur le probleme du calcul différentiel en dimension infinie
et qui m'e suivi tout au long de mon travail. C'est au Professeur Ballieu
que je dois ma formation & l1l'analyse et & Monsieur Jacques BoZl mes con-

naissances sur les espaces localement convexes.

D.M.
Décembre 1968.
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0.1 ESPACES A BORNES CONVEXES. /.

CHAPITRE 0. LES ESPACES.

§ 1. ESPACES A BORNES CONVEXES,

ESPACES A BORNES CONVEXES.

1. On appelle espace & bornés convexes (e.b.c.) un espace vectoriel E

. -~ -~ - /"._
{on ne considérera que les espaces réels) muni d’un recouvrement 535, dont

les éléments sont dits bornés, vérifiant les axiomes suivants

(i)} est héréditaire : B'- B' € =~ = B £ " ;

{ii) - est filtrant croissant : B et B'E = = B (:B' € =~ ;
(iii) B et B'E = = B+ B'"E »
(iv) B E = —~ DB E. 2,
D borné dans l& corps des scalaires

(v) BE ~ = conv(B) € -
Conv(A) désigne 1l’enveloppe convexe de A .

Ces axiomes sont surabondants : B + B' est contenu dans 2 conv(B </ B')
tandis que BUB' est contenu dans [}1,1] (B+B') . Ce qul permet de se passer

soit de (ii}, soit de (iii), en présence des autres axiomes.

Pour commenter les axiomes (iii) et (iv), il nous manqgue lco définiticn
de produit (0.1.4.) et celle d'application continue (1.1.1). Dans le cas
des applications linéoires et multilinéaires la continuité se raméne au

caractere borné (1.1.3), entendant par 1a que 1’imege de bornés est bornés.

On voit alors que (iii) et (iv]) assurent gue les opérations sont bornéss.

2. Les bornés ne sont pas tous convexes. Cependant ceux gui le sont

forment une cobase ou un systéme fondamental de bornés en ce sens que tout

borné est contenu dans un borné convexe - c'est, par (i), une reformulation

de (v). Ainsi les bornés convexes engendrent la structure, d'ol 1'appel-
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lation d'espace a bornés convexes.

En prenant pour D la boule unité du corps des scalaires, on voit, par (iv]),
gue l'enveloppe équilibrée d'un borné est encore borné. Donc, tenant compte
de ce qui vient d'&tre dit sur les convexes, les disques (c'est-a-dire les
ensembles convexes et équilibrés) bornés forment une cobase de la structure
de E .

COMPARAISON.

3. Introduisons encore ici lo comparaison des structures. Ayant 7% et 4!
deux recouvrements de E satisfaisant aux axiomes (i) a (v}, on dira que .o

est plus fin gue “' gi - gst contenu dans =~'. C'est dire aussi que 1'ap-

plication identique sur E est bornée : (E, >) = (E,3").

STRUCTURES INITIALES.

4. Soient Ei (i € I) des espaces a bornés convexes, E un espace vectoriel

et fi (i € I) des applications linéaires de E dans Ei . La structure initiale

d'espace a bornés convexes sur E relative aux applications fi est la moins
fine de celles qui rendent les applications fi bornées. Pour obtenir la
moins fipec 11 faut y mettre le plus de bornés possible. Or si 1'on prend
tous les ensembles dont 1'image par chaque fi est un borné de Ei on obtient
bien une structure a8 bornés convexes. 0On ne peut en prendre plus sans que

les fi cessent d'étre bornées.
Siifii est le recouvrement qui constitue 1la structure de Ei s
‘> = {B|vi€I, f.(B) E .=}
i i
est le recouvrement qui constitue la structure initiale correspondante sur £ .,
5. En particulier, scit E un c.b.c. Les produits DxB o0 B est un bornd
de E et D un borné de R forment une cobase pour l’'espace a bornés convexes

produit RxE . La multiplication : RxE — E gst bornée : elle transforme bicn

le borné D XB du produit en 1'ensemble DB gui est borné en vertu de 1'axiome (iv.
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STRUCTURES FINALES.

6. Soient Ei(i € I) des espaces a bornés convexes, E un espace vectoriel
et fi (i € I) des applications linéaires de Ei dans E. La structure finale
d'espace & bornés convexes sur £ relative aux applications {i gst la plus
fine de celles qui rendent les applications fi bornées. Pour obtenir la
plus fine il faut y mettre le moins de bornés possible. Cependant, il faut
prendre, pour le moins, les images directes par fi des bornés de Ei' et ce
pour chaque 1 € I . Cela ne fait pas encore nécessairement une structure
d’espaces & bornés convexes, d'abord parce que ce n'est mé@me pas nécessaire-
ment un recouvrement. Ajoutons-y les parties finies de E et leurs enveloppes
convexes équilibrées. Faisons les sommes finies de tous les bornés concédés
jusqu'a présent et nous aurcns alors une structure & bornés convexes (parce
que (iv) est vérifié et que (iv) et (iii) entrainent (ii)). Il est inutile
d'@tre plus explicite parce guz tous les cas de structures finales qui se

présenteront dans la suite n'offrent pas ces difficultés.

REUNIONS D'ESPACES SEMI-NORMES.

7. Les bornés, au sens habituel, d'un espace localement convexe forment
un recouvrement vérifiant les axiomes (i) & (v), c’est un fait connu gque nous

avons déja utilisé implicitement en ce gui concerne le corps des scalaires.

En particulier, les espaces semi-normés peuvent tre considérés comme
gspaces & bornés convexes et l'on peut identifier ces structures puisque les
bornés d'un espace semi-normé déterminent entiérement la structure topologiqu:z.

Nous reviendrons au § 4. sur lc cas des e.l.c. généraux.

8. Soient E un espace vectoriel et B un disque de E . Notons EB 1l'espace

engendré par B . On a :

Eq = U {xB]x > 0}.

Soit x > l[x“B la jouge de B ,

Ix{] 5= inf(a] £ € B2 > 0) :
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Sur E,||x||B paut prendre des valeurs infinies mais sur EB c’est une semi-~

norme. Dans la suite EB désignera 1'espace semi-normé ainsi défini et non

plus seulement 1'espace vectoriel sous-jacent. On a, en outre,

8= Ixllixll g <1b= B8 = {x] Ixllg < 1)

et

m
|
m
H

5~ s 7 Fg

isométriquement.

.}-;

9. Soient maintenant E un espace & bornés convexes et ' une cobase formée

de disques. La structure de £ est alors la structure finale correspondant aux

injections canonigues : EB +~ E (B €53). En effet les bornés de E sont exacte-

ment tous les bornés de tous ces EB' En particulier, avec un disque B, les
disques B et é sont bornés dans E et, avec la cobase -* , les ensembles
3 = {BlBEe>} et N ={é|8 E = } sont des cobases de la structure de E .

Ainsi tout e.b.c. est union filtrante croissante d'espaces du type E_, et, de

B

plus, on peut supposer que dans chacun de ces E B est la boule ouverte, ou

g°
qu'elle est la boule fermée.

Inversément, toute union filtrante croissante d'espaces semi-normés est
un espace a bornés. On identifiera donc la structure d'"union filtrante crois-
sante d'espaces semi-normés” ¢t la structure d'espace a bornés convexes.
Ceci est a rapprocher du fait connu, dual en un certain sens, que tout espace
localement convexe peut étre obtenu comme structure initiale d'espaces semi-

normés (Kelley et Namicka, 6.4).
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§ 2. ESPACES PSEUDO-TOPOLOGIQUES LOCALEMENT CONVEXES.

PSEUDO-TOPOLOGIES LOCALEMENT CONVEXES.

1. On appelle espace pseudo-topologique localement convexe un espace

vectoriel €, réel ou complexe, muni d'une relation binaire entre filtres

et points, dite convergence, vérifiant les axiomes suivants :

(1) ;>0 et «; plus fin que.r = L.+ 0 ;

ﬁ "
(i1) . +0 et (3+>0 = rVv(i,+0;
(i1i.2) - :
(iii.b) ¥ >0 et >0 = 7+ G+ 0 ;

(iv.a) | =+

= E%(1 moins fin que F : (i -(H} et QY + 0 ;

X
0
0

(iv.b) F + O =°A5‘+ 0 (A scalaire)
0
0

v

(iv.c) Tx +

(V] e

-

= conv(.v) =+ 0 ,

Cans les axiomes, ~ V/; est (le filtre engendré par) {F U G/F €1,G Ef}

de méme lﬁf; est { VG/G Ef{ , V voisinage de 0 dans les malaires }. etc....

Il est possible de donner un systéme d'axiomes moins abondant (voir
Frolicher & Bucher, "Calculus”, 2.4)}. Ces axiomes-cl sont relativement

simples a vérifier dans la pratique.

CONTINUITE.

2. Une fonction f entre deux tels espaces est dite continue lorsqu’'elle

transporte le relation de convergence des filtres :
P x = F7) > F(x) .

Les axiomes (iii} et (iv) entrainent la continuité des opérations. Cependant
1'axiome {iv) n’est pas en général équivalent a la continuité de la multipli-
cation scalaire. Frblicher et Bucher adoptent, & la place de {(iv,al), un

axiome plus faible (voir note au bas de la page 19 de leur "Calculus”") tandis
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gue (iv.a) apparalt comme une propriété spéciale ("Calculus” 2.6). De plus

leurs espaces ne sont pas, au départ, supposés localement convexes (axiome (v))

3. Les e.b.c. sont des espaces pseudo-topologiques localement convexes.

COMPARAISON.

4. Deux pseudo-topologies se comparent par la continuité de 1'application
identique. Explicitement : la convergence dans la structure la plus fine

implique la convergence dans la structure la moins fine.

STRUCTURES INITIALES.

5. Scient Ei(i € I) des espaces pseudo-topclogiques localement convexes,
E un sspace vectoriel et les {i des applications linéaires de E dans Ei

La pseudo-topologie localement convexe initiale sur E relative aux applications

{i est la moins fine de celles qui rendent les applicetions Fi continues.
On cherche donc & donner & la relation de convergence le plus grand graphe

possible. Or si 1l'on admet gue :

[

" 5> x  dds que Vi E I, fi(i?’) > £, (x)

on obtient une pseudc-topologie localement convexe. Si l'on permet & d'autres

filtres de converger on perd la continuité des fi.

STRUCTURES FINALES.

6. Quant aux structures finales, nous nous contenterons de décrire 1a

structure finale d'une union filtrante croissante d'espaces semi-normés.

Soient [Ei/i E I) une famille filtrante croissante d'espaces semi-normés
(pour 1’ordre : Ei est un sous-espace vectoriel de Ej et 1'injection cancnique:
Ei - Ej est continue), et E leur union vectorielle. La pseudo-topologic
localement convexe finale sur E relative aux injections canoniques est la
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plus fine de celles qui rendent ces injections continues. Si F tend vers O
dans Ei pour un certain i, il faudra que_?f tende vers 0 dans E .
Admettons que :

F >0 dans E <=>

. S
7 a une basenFi + 0 dans un certain E;

et utilisons (iii,a) pour définir la convergence en d'autres points :

N}‘+ x dans E <= - x+ 0 dans E .
Ceci définit une pseudo-topologie localement convexe sur E, ce qui se
vérifie aisément. Ainsi, par exemple, supposons gue ¥ et Q} tendent vers
0 dans E, c'est-a-dire que J’ est "porté” par un Ei et y cohverge vers 0;

de méme pour ?} et un certain Ej' I1 existe un EK dans lequel Ei et Ej

s'injectent continlment. Alors .* et y. sont tous deux "portés" par ce

/l
1

méme Ek et y tendent vers 0. Dans Ek on a que-ﬁr+(%f tend vers 0 par (iii,b)

donc aussi dans E per définition.

Ce qui est réellement simplificateur dans ce cas particulier, c’est

qu’il s’agit d'une limite filtrante. Si cela n’était pes le cas il faudrait
ajouter gue les f}'+{g ( ¥+ 0, 4 > 0) convergent, etc. Nous n'aurons

dl

pas besoin du cas géﬁéral que le lecteur intéressé débrouillerait lui-mdme

sans peine.
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3

§ 3. LA CONVERGENCE DE MACKEY D'UN ESPACE A BORNES CONVEXES.

LA CONVERGENCE DE MACKEY D'UN E.B.C.

1. Cette convergence se définit & partir des bornés d'un espace a bornés
convexes de la méme maniére qu'on le fait habituellement (Grothendieck, "E.V.T
p.148, et "(F) & (DF)}"), dens les espaces localement convexes, mais en 1'é&ten-

dant &8 tous les filtres.

Soit E un espace a bornés convexes. On appellsra convergence de Mackey

la relation définie par
7 +0 <> 3disque borné B tel que ¥ soit plus fin que {eBle>C
et T > x <= T-x >0 .
Si 1'on considére E en tant gqu'union d’'espaces semi-normés, on voit que
la convergence de Mackey coincide avec la pseudo-topologie localement convexe
finale associée aux injections canonigques. C'est donc une pseudo-topologie

localement convexe.
LES BORNES D'UN E.P.C.

2. Dans un espace localement convexe un disque B est borné si tout vcisi-
nage de 0 en contient un multiple, ce qui revient & dire que {EBtE> 0} tend
vers 0 dans la topologie de cet espace. Retenons cette caractérisation a

partir de la seule convergence.

Soit E un espace pseudc-topologique localement convexe. On dira qu'un

ensemble B est borné si B tend vers 0 . Ces bornés forment une structure

d’espace & bornés convexes pour E : c'est un recouvrement par 0.2.1 (iv.c) et
1’axiome {iv) de 0.1.1. résulte trivialement de la définition. Pour le reste
les axiomes (i), (iii), (iv) de 0.1.1 résultent des axiomes (i), (i) et (iii,!

(v) de (0.2.1., respectivement.
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LES E.B.C. COMME E.P.C. PARTICULIERS.

3. Soit E un espace pseudo-topologigue localement convexe. Ses bornés
en font aussi un espace & bornés convexes. La convergence de Mackey associée
d ces bornés est, a priori, plus fine que la pseudo-topologie donnée au
départ. (En effet =+ 0 pour la convergence de Mackey de E si = est plus
fin qu'un 1"B o0 B est un disque borné, ce gui, par définiticn, suppose que
"B+ 0 pour la pseudo-topoclogie donnée. Alors, par l'axiome (i) de 0.2.1

~ 0 pour la pseudo-topclogiel.

Bisons qu'un filtre est borné dans un espace pseudo-~topologigque localement

convexe, s'il comprend un ensemble borné. Disons qu'un espace pseudo-topolo-

gique localement convexe est localement borné lorsque tout filtre tendant vers

0 est borné. Dans ce cas il y & identité entre la convergence de Mackey et le
convergence pseudo-topologique donnée. (En effet soit S o+0. I1 existe, par
{iv.a) de 0.2.1., un '} moins fin tel que ?;{} = f; et ‘¥ »0 . Soit B

un borné appartenant & %}. .~ , plus fin que 'ﬁﬁé=\}, , est alors plus fin

que V' B , donc converge au sens de Mackey).

La condition étant, par ailleurs, évidemment nécessaire, on peut écrire :

la convergence de Mackey d'un espace pseudo-topologique localement convexe
coincide avec la convergence donnée si et seulement si 1'espace est localement
borne.

Soit E un espace & bornés convexes. La convergence de Mackey en fait un
espace pseudo-topologique localement convexe dans lequel on définit encore des
bornés. Coux-ci sont exactement les bornés donnés au dépert. Cela résulte

immédiatement des définitions. Cette pseudo-topologie est localement horneée.

De cette maniere on peut considérer les espaces & bornés convexes comme
des espaces pseudo-topologiques localement convexes particuliers, & savoir
ceux gui sont localement bornés. Dans la suite il en sera entendu ainsi et
les espaces a bornés convexes seront déterminés indifféremment par leur con-

vergence ou par leurs bornés.
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Il importe de sculigner quc les espaces "localement bornés” qui inter-
viennent dans 1l'article de Bucker sur la différentiabilité de la composition
ne sont généralement pas des espaces a bornés convexes du fait de la diffé-

rence,déja signalée plus haut (0.2.2), quant & 1'axiome (iv.a) de 0.2.1.
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§ 4. ESPACES A BORNES CONVEXES ET ESPACES LOCALEMENT CONVEXES.

DEUX REFLEXIONS DE LA CATEGORIE DES E.P.C.

1. Appelons EPC la catégorie des espaccs pseudeo-topologiques localement
convexes et des applications linéairss continues. Appelons EBC la catégorie
des espaces & bornés convexes et des applications linéaires bornées. Les
espaces & bornés convexes ont €té reconnus comme des espaces pseudo-topolc-
giques localement convexes particuliers. On peut vérifier que les applications
linéaires continues entre e.b.c. sont précisément les applications linéaires

bornées. EBC est donc une sous-catégorie pleine de EPC.

LE FONCTEUR B .

2. On a défini les bornés d'un espace pseudo-topologiques localement convexe
lui essociant ainsi un espace & bornés ccnvexes avec méme espace vectoriel sous-
jacent. Cette application, discns B , des objets de EPC sur les objets de EBC
gst étendue, en un foncteur en associant & chaque application linéaire continue:
f : E *+ F entre espaces psecudo-topologiques localement convexes la méme appli-
cation linéaire Bf = f entre les espaces vectoriels sous-jacents. Cette appli-
cation est bien un morphisme : BE - BF . (En effet soit B un borné de E.

Comme f est continue, de "B >+ 0 , on tire que f("B) + 0 dans F . Or

f(."B) =i"f(B) du fait de la linéarité. Ainsi f(B) est un borné de F).

3. A priori BE est plus fin que E . C'est précisément le moins fin des
éspaces pseudo-topologiques localement convexes localement bornés plus fins que
E . Ces espaces sont identiques si et seulement si E est localement borné
(0.3.3). De plus, toute application linéaire continue f d’un espace & bornés

convexes D dans E se factorise &8 travers B8t .
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En d’autres termes, le foncteur B : EPC -+ EBC est adjoint & droite & 1'in-
jection de EBC dans EPC : L{D,E) = L(D,BE}. Si f est continue : D + BE elle
est continue : D> E . Inversément on a vu pour définir 8 que
L(BD,BE) =£ L(D,E}. Or dans le cas gui nous occupe BD = 0 . On dit encore
qgue B est une réflexion ou gue EBC est une sous-catégorie coréflective (par

le foncteur B) de la catégorie EPC.

4. Appelons ELC la catégorie des espaces (vectoriels topologigques) locale-
ment convexes et des applications linéaires continuss. C'est encore une sous-

catégorie pleine de EPC,

LE FONCTEUR < .

5. On va maintenant définir un foncteur t de EPC sur ELC. Scit E un
espace pseudo-topologique localement convexe. Soit . = {U/U disque &
>+ 0 = UEF}. C'est unensemble de disques absorbants (0.2 (ive))
de € qui est filtrant vers le bas, donc un systéme fondemental de voisinages
de 0 pour une topologie localement convexe sur E . Notons 7TE 1'e.l.c.
ainsi obtenu. Notre foncteur est défini pourles objets. Scit f une appli-
cation linéaire continue : E =+ F entre espaces pseudo-topologiques localem ..
convexes. Elle est continue : 1F <+ tF . (Si V est un disque de F, apparte-~
nant 8 tout filtre tendant vers 0 dans F, F—1(VJ est un disque de E qui appar-
tient & tout filtre tendant vers O dans E. Soit ¥ + 0 dans £ . Le filtre
f(1) > 0 dans F donc V contient 1'imege par f d'un élément H de ¥ . Alors
f“1(V) contient H, donc f_1[V] E & ). Si l'on prend pour tf la méme

application T considérée commg : tE + tF on définit bien un foncteur.

6. A priori 1E est moins fin que E . C'est par construction le plus fin
des espaces topologigues qui soient topologiques et fins que E . On a
TE = E si et seulement si E est déjad un espace {(vectoriel topologique)

localement convexe. On a unc factorisation comme pcur le foncteur 8
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» 1TE
id // \\‘\_‘ Tf
/'/ \\>‘
E -+ F
.F

La catégorie ELC est (par le foncteur 1 )} une sous-catégorie réflective de EPC.
Cela se montre de la méme maniére que pour B et EBC.

Dans ce cas-ci 1T est
adjoint & gauche & l'injection de ELC dans EPC.

7. L'intersection de EBC et de ELC est ESN, la catégorie des espaces semi-
normables.

En effet, ces espaces sont caractérisés par le fait que E = TE

(ils sont vectoriels topologiques localement convexes) et gue E = BE (ils
sont localement bornés).

e
/ EPC :

N\
\
I \\
[ -
[ \\\_\ \
l - .__\\ \il
i EBC “\\ i
/ \
\ e
‘- b - !
i‘.\ \'\\ /'/ -~ f
! 7 /
\ p / ’ .';
\ /*; ELC
\ . /- .a. _
\ 7 ; ;
/' ESN g
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8. Appelons 81 et T, les restrictions de B et T & ELC et EBC respectiversi.”

1
ELC = EPC EBC <. EPC
v/ \
B ;B - A\ . T
1 \\ / 1 \ /
\/ \
EBC ELC

Nous allons étudier les relations entre ces deux foncteurs reliant les caté-

gories EBC et ELC,

D'abord T est susceptible d'une définition particuliére : si E est
un espace a bornés convexes, lc systéme fondamental !! de voisinages de 0
dans TE peut étre redéfini comme suit :

= {U/U disque bornivorel
En effet, un bornivore (A.3.1) appartient & tout filtre tendant vers O
puisqu’un tel filtre doit &tre borné (c’est la définition de localement
borné, 0.3.3). Inversément si l'ensemble U appartient & tout filtre tendant
vers 0 il appartient en particulier a tout B ( B borné) et est donc borni-
Vore.

En particulier, si E est un espace localement convexe, TBE est 1l'espace

localement convexe bornclogique assccié au sens habituel (Kelley & Namioka,
”L-TlSl", SQC- 19).

Ainsi l'image de 11 est formée des espaces lccalement convexes bornolo-
giques (les objets de la catégorie ELCB). De méme les espaces obtenus par
1'effet de 81 a partir d'un espacec (vectoriel topologiquel localement con-
vexe seront dit espaces & bornés convexes topologique {(catégorie EBCT).
Cela ne veut pas dire que l'on considere ces espaces comme vectoriels topo-
logiques, mais sculement qu'ils ont la particularité de provenir (par 1 )

d'un e.l.cC.
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8. En prenant leur image respective comme nouveau but on change les

foncteurs 1, ct B1 en les foncteours surjectifs T

1 et 82 , raspectivement.

2

% Dans ce diagramme, les fléches sans nom désignent les inclusions.

EBC et ELC sont des sous-catégories pleines de EPC.

B et T sont des réflexiocons.

On montrerait facilement que, de méme, EBCT [resD : ELCB] est une
sous-catégerie pleine réflective (per 82T1* (resD : T281)] de EBC
(resp : ELC)

180. En outre le foncteur T1 gst adjoint & gauche de 81 : si E est un

e.b.c. €t F un e.l.c., on a2 :

(E.BqF] = LEPC[E,F] = [T1E,F)

“eBc Lelc

en vertu des propriétés d'ajonction de T et de B par rapport aux foncteurs
identiques (0.4.6 et 0.4.3).

Il en résulte que 81 commute avec les structures initiales et T1 avec lcs
structures finales. Il en résulte, en particulier, qus TqE a la structure

(vectorielle topeclogique localement convexe) finala associée aux E. (B bornd

B
de E). LT

E,— E——™ 1t
B~
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§ 5. SEPARATION,

1. Soit E un espace vectoriel et B un disque dans E.

DEFINITION. tLe disgu2 B st dit normant si l’espace semi-normeé EB

correspondant est normé.
On sait qu'un espacz semi-norm2 ect norm2 si la boule unité ne contient

pas de droite. Donc B est normant si B ne contient pas de droite.

2. Soit E un espace a bornés convexes.

DEFINITION. L'espace E est dit & bornés normants si tout disque borné

de E est normant.

PROPOSITION. La propriété d'étre & bornés normants est encore équivalente

a chacune des propriétés suivantes :
(1) les bornés de E ne contiennent pas de droite;
(2} € est une union d'espaces normés;
(3) les limites sont uniqgues;

(4) les limites des suites sont uniques.

Démonstration. Les propriétés (1) et (2) ne font que rappeler des remaro!

faites ci-dessus. Si un EB n'est pas normé on peut trouver une suite qui con-
verge vers tout point de 1l'adhérence de 0 (par exemple la suite (0,0,0,0....J.
C'est ~(2) = @(4]. Et comme (3) == (4) on a (3) = (4) = (2). Supposons
que > 0et F+x#0dans E. Il existe un disque borné B contenant x tel
que ~ -+ 0et ¥+ x dans Eg qui n'est donc pas séparé. Donc (2) = (3).

3. DEFINITION. L'espace £ est dit 1-séparé si 1’e.l.c. associé 1E

est séparé.

PROPOSITION. Le caractere t-séparé de l'espace E est encore éguivalent

aux propriétés suivantes :
(1) 1'intersection des digsques bornivores est nulle;

(2) le dual de E (1l®tnsemble des formes linéaires bornées) sépare les

points de E .
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Démonstration. Le premier critére est évident : ces disques bornivores

forment un systéme fondamental de voisinages de 0 de 1E . Le second l'est

a peu pres autant : ce dual de E est aussi le dual, au sens habituel, de TE .

La seconde notion entraine la premiére. Ces notions colincident si E est
un e.b.c. topologique. Elles ne sont cependant pas équivalentes : Waelbroeck
construit dans "Le Complété & Dual” un exemple d'espace a bornés normants,
dont le dual est nul. Pour les questions relativement simples qui sont étu-
diés dans la premiére partie, 1l'hypothése que 1l'espace est & bornés normants
suffira chaque fois qu'une hypothése de séparation est nécessaire. Dans 1la
seconds partie, on étudiera les e.l.c. séparés et leurs e.b.c. associés par

1'effet de B qui sont donc t-séparés.
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NOTE .

Les espaces & bornés sont apparus chez Marinescu et chez Mikusinski
sous la forme de réunions d’espaces normés a propos de distributions et
chez Waelbroeck, avec les bornés comme cobnceptinitial, & propos de théorie
spectrale dans les algébres. Voir & ce sujet "Espaces & bornés” de

Sebastido e Silva.

Ces espaces sont étudiés pour eux-mémes dans "E.B.C." de Buchwalter
(on y trouve entre autres les foncteurs B et 1) et dans "Bounded Structures”
de Waelbroeck lui-méme. Oes informations complémentaires peuvent &tre trou-
vées dans le volumineux "Séminaire Banach” & 1'E.N.S. de la rue d'Ulm &

Paris en 1962-63.

Les espaces pseudo-topologiques (et autres notions voisines) sont plus
anciens. Sans remonter jusqu'a Kuratowski, citons "Convergences"” de Choquet
gqui a, en un sens, lancé le mouvement. A vrai dire, pour ce gqu’on veut en
faire, les indications que 1l'on trouve dans le "Calculus” de Frélicher &
Bucker sont amplement suffisantes. Cependant ceux qui veulent approfondir
le sujet peuvent aller voir les différents "Limesrdume” de Fischer, Harbarth,
Sonner, Kowalsky, Grimeisen et autres ainsi que les articles de Bastiani et

Binz sur le calcul différentiel dans de tels espaces.

Le lien entre les espaces & bornés convexes et les espaces pseudo-topo-
logiques localement convexes n'a, semble-t-il, jamais été clairement expli-
cité. La convergence de Mackey dans les espaces & bornés convexes joue un
role important dans "EBC" de Buchwalter, tandis gque Frdlicher et Bucher
utilisent abondamment les ensembles et les filtres bornés. Mais dans 1'un
et l'autre cas, il s'agit d'un concept secondaire en ce sens qu'il n'y a en
aucun cas ces utilisations de ce concept comme terme initial de la structure
et encore moins une -identification des espaces & bornés convexes avec les
espaces pseudo-topologiques localement convexes et localement bornés.
Cependant, dans sa note de 1963 sur les espaces & bornés, Silva fait allusion
(p-136) 3 la possibilité dec considérer les espaces & bornés convexes comme

espaces vectoriels pseudo-topologigues.
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Premiére Partie.

LE CALCUL INFINITESIMAL DANS LES
ESPACES A BORNES CONVEXES.

Dans toute cette partie, E, E E.,...,F et G désignent

1 72
des e.b.c. A partir de 2.1.7, ces e.b.c. sont supposés

etre 3 bornés normants (0.5.2.).
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CHAPITRE 1. LES FONCTIONS CONTINUES ENTRE ESPACES
A BORNES CONVEXES.

§ 1. FONCTIONS CONTINUES ET ENSEMBLES EQUICONTINUS DE FONCTIONS.

CONTINUITE EN UN POINT.

1. Une fonction f de E dans F est une application d'uns partie A de E
dans F. Si a est un point de A, on dira gque f est continue au point a si
pour tout filtre ¥ sur A, tendant vers a dans la convergence de Mackey

de €, f(F ) tend vers f(a) dans F.

Far

I1 revient au méme de dire : pour tout filtre f sur € qui induit un
filtre sur A ... . On va méme sous-entendre toute référence a l'ensemble de
définition A de la fonction f. Si F n'induit pas un filtre sur A, l'en-
semble vide est un &lément de f(F ); on convient que dans ce cas FT)
converge vers n'importe queci. Nous allons donc donner & la définition la

formulation suivente.

DEFINITION. Ssit f une fonction de E dans F. Elle est continue au point

a de E si elle est définie au point a et si
Ll o
(a) J > a dans E = Ff(JF) - f(a) dans F .
PROPOSITION. Les énoncés suivants sont équivalents & (a)
(a,) ¥+ 0 dans E = Aaf[?') +~ 0 dans F :
(Bo) VB disque borné de £E,9C d.b. de F : AaF est continue en 0 :
EB - FC;
() ¥B d.b. de E, B 3a = 4C d.b. de F : ¥ est continue en a :

EB -+ FC .

Par Aaf on entend la fonction définie par Aaf[h] = f(la+h) - f(al.

On fera une telle consommation de disques bornés qu'il est prudent d'adopter

l'abréviation d.b.
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Démonstration. Il n'est pas douteux gque (o) <= (a,} et (B) <= (B,).

Posons g = Aaf.
Soit B un disque borné de E; 1¥B > 0 donc, si 1'on suppose (a,), g{iUB)=0
Mais F est localement borné : il existe un disque borné C dans F tel que
g(1¥B) = 0 dans FC . Alors g est continue & 1'origine : E
(ag) == (Bo).
Si ?F »+ 0 dans E, }f'+ 0 dans un EB (B disque borné). Si 1'on suppose
(Bo), g(¥) >0 dans un F

Ainsi (B,) = (a,).

> ..
B FC . Ainsi

C (C disque borné) donc, a fortiori, dans F .

2. Le composé de deux fonctions continues est continue : soient f et g

des fonctions de E dans F et de F dans G.

THEOREME. Si f est continue au point a et si g est continue en fla),

alors la fonction ge¢f est continue en a .

Démonstration. D'abord gof est défini au pecint a . Ensuite on calcule
(A

aisément que Aa(gof) ]g)°[AaF). Alors, par application répétée de

]g(Aaf(?:)) + 0 ; le composé

f(a

F+>0anbfFE) > a A
(ag) on passe de J 0 a af[i—) D et 3 £(a

gof vérifie donc aussi (¢,).

3. Les applications multilinéaires présentent, guant & continuité, les

particularités auxquelles on s'’attend.

PROPOSITION, Une application multilinéaire est continue en tout point

dés qu’'elle 1l'est en un seul, par exemple l'origine, et cela a lieu si et

seulement si elle est bornée.

La proposition découle de celle qui est démontrée completement en 1.1.5.
Nous allons donner ici une démonstration dans le cas bilinéaire comme illustro-

tion de la méthode appliquée en 1.1.5.
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Soit f bilinéaire de E xF dans G. On a :

A(a b)f(h.k) = fla+h,b+k) - fla,b) = fla,k) + f(h,b) + f(h,Kk) .

Par conséguent A(a.b) f(F ’(9’) est plus fin que f(a,§) + f{J .b) + f[}.%-]-
Supposons f continue en (0,0) et montrons que si 3: et qy -+ 0 il en est de
méme de chacun des trois termes de la somme. D’abord f(EF,@) >0 .
Ensuite on peut supposer gue (? = {}éy par (iv.a) de 0.2.1. Le filtre
Pa~+ 0 par (iv.c) donc f[1.9a,693 >0 . Or f(fa,§) - L‘W[a.(?) =f(a.”l..""6y)
De meme F(F,b) ~0 .

La seconde partie de la thése résulte de la premiére et de la caractéri -

sation (Bo) de la continuité.

EQUICONTINUITE EN UN POINT.

4, Soit H un ensemble de fonctions de E dans F (on n'exige pas que ces

fonctions aient le méme domaine de définition).

DEFINIT}DN. L’ensemble H est dit équicontinu au point a si

toutes les fonctions qui appartiennent & H sont définies au point a et

3*-+ 0 dans E =>A6H(}5] + 0 dans F .

L’ensemble AaHtgi] a pour éléments (V parcourant 3 )} les ensembles :

A_HWV) = {fla+h) - F(a)|f € H, h €V, fla*th) est définil.

Comme pour la continuité (1.1.1), 1'ensemble H est équicontinu au point

a si
¥B d.b. de E, JC d.b. de F : AaH est équicontinu en 0 : EB *Foo

5. Les applicetions multilinéaires ont les propriétés habituelles.

Appelons équiborné un ensemble H de fonctions d'un e.b.c. dans un autre tel

gque, pour tout borné B, H(B) soit borné.
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PROPOSITION. Un ensemble d'applications n-linéaires (n 2 1) est équi-

continu en tout point dés qu’il est équicontinu & 1'origine et ceci a lieu

si et seulement s'il est équiborné.

Démonstration. Soit H un ensemble d'’applications n-linéaires de

E, XE.Xw.XE dans F . On a,(si a = (a
1 2 n

1;aloan) eth= (h1,|||’hn):

i

Aaf(h] f(a1+h1,...,an+hnl -~ f(a1,...,an)

'F(h1.tl-,hn}

+ ‘F[a1‘h1;l--,hn) + e + -F(h1)|a-,hn_1;an)
+ f[a1,az,h3,...,hn] +

+ f[a1,....an_1,hn) ool * f(h1,a2,...,an3.

Supposons H équicontinu en (0,0,...,0) et montrons que si ?:1""’j:n + 0
dans E1""'En respectivement, AaH(3:1,...,}’n) + 0 ., Pour cela on vérifie
que chaque terme de la somme tend vers zéro selon les filtres indiqués.
D'abord évidemment H[§¥1,...,}Zn)_+ 0 . Considérons ensuite un terme de la
forme H(a1,...,ak,33k+1,...,?:n]. On peut supposer, par exemple, ?:n ='vﬂtn
(0.2.1. (iv.a)). Alors il vient H(a1,...,ak,3yk+1....,§%) =
H[l?a1,az,...,37k+1,....JF!n) et tout aussi bien
H(Q}a1,1?a2....,Q?ak,}fk+1,..., j:rw)' Or 1?31,...,1?ék + 0 par (iv.c) de
0.2.1.

La deuxiéme partie de la théee devient évidente aprés gue 1'on se soit
ramené & des espaces semi-normés du type EB et FC .

CARACTERE LOCAL DE LA CONTINUITE ET DE L'EQUICONTINUITE.

6. La continuité au point a ne dépend gue du comportement de le

fonction "eau voisinage de” a .
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THEOREME. Si deux fonctions f et g coincident sur un ensemble de la

forme a + U avec U bornivore et si f est continue au point a, alors g est

continue au point a.

Démonstration. Si F+ 0, UEJF (on 1'a remarqué au passage dans

e

0.4.8), donc {F EJF’IFs;.U} a les mémes propriétés de convergence que > .

Or Aaf et Aag coincident sur U .
L'équicontinuité a aussi un caractére local. Scient H et K deux ensembles
de fonctions de E dans F et & un point ol toutes les fonctions sont définies.

On a, comme ci-dessus,

THEOREME. Si H et K coincident sur un ensemble de la forme a + U avec

U bornivore et si H est éguicontinu au point a, alors K gst éguicontinu au

point a.

Soient f une fonction de E dans F, A une partie de E et a un point de A.
Il peut arriver, comme dans les structures topologiques, que f{A , soit
continue au point a, comme fonction : A * F , sans que f le soit. Mais il
est clair que la continuité de f|A entraine celle de f, au point a, lorsque A
est de la forme a + U avec U bornivore. Soient, de méme, H un ensemble de
fonctions de E dans F et U un bornivore. Si 1l'aensemble H|[a + U) dss restric-
tions fl(a + U) est équicontinu au point a, H 1'est aussi. Encore une fois
cela tient & ce que les bornivores sont précisément les ensembles qui appar-

tiennent & tout filtre tendant vers O .
CONTINUITE UNIFORME SUR LES BORNES.

7. La fonction f de E dans F est continue ou de classe §° sur un sous-

ensemble A de E ssi elle est continue (et donc définie) en tout point de A .
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La condition ast donc :

VaE A, ¥ F >0, Aaﬁﬁ’) + 0

On peut encore exiger que la convergence de Aaf[E:] ait lieu unifor-
mément sur A au sens gque :
+
AAf[jFJ C .

C'est la continuité uniformément sur A . Nous allons étudier plus particu-

liérement la continuité uniformément sur chague borné dans un ensemble donné.

DEFINITION. La fonction f est dite continue uniformément sur les bornés

de A ou de classe £ ° sur A ssi elle est définie sur A et
VB borné < A, ¥V F> 0, 8;F(F) >0 .
Une fois de plus on convient gue ABF(ﬁﬁJ est 1'ensemble des ABF[V]
olt V parcourt F et gu’un tel ABf[V] est 1'ensemblc de ceux des f(at+h) - f(a),

avec a E Bet h EV, gqui ont un sens.

La condition de la définition revient &
¥B borné < A, AB{ gst équicontinu & l'origine.

En formulant 1'équicontinuité en termes de E t F., il vient quc 1la fonction

B °" 'C
f est encore de classe &° sur A ssi
VB d.b. de E, =FC d.b. de F :
f est continue uniformément sur les bornés de A EB + FC .

8. THEOREME. Une fonction continue uniformément sur les bornés d'un

ensemble convexe est bornée sur ces bornés.

Démonstration. On se propose d'appliquer le théoréme sur la continuité

uniforme donnée en A.1. Soit f la fonction de E dans F gqui est continue
uniformément sur les bornés du convexe A . Soient B un borné convexe dans

A et D un disque borné de E contenant B8 . Dans E_. la fonction f est unifor-

D
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mément continue sur B (pour la semi-norme d’un certain FC); elle est donc

bornée sur B.

Dans cette démonstration, 1'ensemble A est supposé convexe pour que tout
borné de A soit contenu dans un borné convexe, donc étoilé autour gd'un point.
Sans modifier le théoréme énoncé en A.1, le résultat démontré ici peut étre
étendu a des ensembles A dont la géométrie est plus compliquée, comme une
réunion finie de convexes,ou une réunion filtrante croissante de bornés étoi-

1és autour d’un point, etc.

Ce résultat est intéressant. D'abord il illustre bien la fécondité du

point de vue "union d’'espace normés" et de la technique "E_, et FC". Ensuite

il est précieux pour la stabilité dec la classe &£°. Un prgbléme de ce genre
se posait dans les espaces pseudo-topologigues de Frdlicher et Bucher pour
leurs fonctions "equably continucus”. Ces fonctions n'étaient pas, en géné-
ral, "quasi-bounded” et il en résultait que leur composé n'était plus néces-
sairement "equably continuous” (”Calculus, p.25). Au contraire on a un tel
théoréme de composition dans la situation présente et on verra que sa démon-

stration repose lourdement sur le théoréme qui précede.

9. THEOREME. Soient f une fonction de E dans F et g de F dans G .

Si f est continue uniformément sur les bornés d’un convexe A et g sur ceux de
1’ensemble f(A), alors le composé gef est continu uniformément sur les bornés
de A .

Démonstration. On a Aa(gof](h) = A g[Aaf[h)] .

f(a)
Si f est de classe & ° sur l= convexe A ,

B bormé < A % ¢ (B} borné (1.1.8)
Faso = AF(F) >0 (1.0.7)



»

1.1 FONCTIONS CONTINUES. 33.

Si g est de classe E° sur f(A),
f{B) borné
ABf((FJ + 0
Alors Ag (gof)(F ), plus fin, tend vers O .

Berg)8logFlF 1) 0
EQUICONTINUITE UNIFORME SUR LES BORNES.
10. Soit H un ensemble de fonctions de E dans F . Soit A une partie de E.

DEFINITION. L'ensemble H est dit équicontinu uniformément sur les bornés

de A ssi chaque élément de H est défini sur A st

VB borné <A, Y F >0, ABH[}') +~0 .

Comme pour une seule application, il est clair que la condition équi-
vaut a :
VB borné = A, ABH est équicontinu & l’origine,
soit encore :
v8B d.b. de E,3C d.b. de F :
H est équicontinu uniformément sur les bornés de A : EB > FC .
11. S1 1'on reprend la démontration du théoreme & 1'appendice A.1. dans
le cas d'un ensemble H de fonctions, on arrive & :
VfF EH, [[f0I[] < ||[Fixod ||+ ™
avec X, et M indépendants de f. Cela donnerait dans la situation considérée
ici, pour un borné B convexe sur lequel H est uniformément équicontinu,
H(B) = H(xc) + D
pour xo,€ A et D borné bien choisis. On ne peut pas affirmer pour autant
que tout ensemble équicontinu uniformément sur les bornés est éguiborné.
Ce serait d'ailleurs un résultat absurde : sur la droite réelle, 1l’ensemble
des fonctions constantes n (n entier) est évidemment équicontinu, méme

uniformément, et non équiborné.
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Le caractére équiborné ne résultant généralement pas de 1l'équicontinuité
uniforme, on en est réduit & 1l'imposer comme condition supplémentaire si 1'on

veut un théoreme de composition.

THEOREME. Le composi de ceux ensembles 2quibornés et équicontinus unifor-

s

e: écuioccntinu uniformément sur les borminTs.

TT
fJ\

mément sur leas bornis cet Couibori

”u

Démonstration. Soient H un ensemble de fonctions de E dans F et K un

ensemble de fonctions de F dans G . Soient B un borné de E et F tendant vers

0 dans E . Si H est équiborné, H(B) est born2 et si H est équicontinu unifor-

mément sur les bornés, ABHfjf] > 0 . Si de plus K est équiborné, K(H(B)} est

bomé et si K est égquicontinu uniformé&ment sur les bornés,

K(A H[ ) + 0, deic A (KCh](f } , plus fin, tend vers 0. Ainsi KeH est

H(B)
a la fois équibomé et equ1cont1nu uniformément sur les bornés.

12. PROPOSITION. Un ensemhle d'applications n-linéaires (n > 1) est équi-

continu uniformément sur les bornés si et seulement s'il est équiborné.

Démonstration. Soit H un ensemble d'applications n-linéaires :

E1 b E2><"'><EH—+ F . On sait déja que H est équiborné ss’il est équicontinu

a8 l'origine (1.1.5). On décompocse AaF[h] commn2 en 1.1.5. Supposons H équi-

continu & 1'’origine et montrons gue si B1""‘Bn sont bornés et.?ﬁ,....:?n + 0

dans E,,...,E_ respectivement, alors A H(3: seee, T ) > 0 dans F.
1 n B4 ++ X Bp n

Considérons un tsrme de la form=z ?fB1,..., 2 J'k+1,...,J' }J. On peut, par

0.2.1. (iv.a), et c'est la techniqu~e uvtilisée en 1.1.5, supposer que n -W}Q n

d'ot il vient, en déplacant QJ'par la multilirsarité

fnd ,_A‘:J - Facd ~
H[B,],--c,Bk,_)’K_{_,i,--o,d n] H[q}Bq,...’VBK’J’ '-..,J’n)

k+1

et ce terme tend bien vers zéro puicque les Bi sont bornés.
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§ 2. ESPACES D'APPLICATIONS LINEAIRES ET MULTILINEAIRES.

APPLICATIONS LINEAIRES.

1. Nois noterons L(E;F) l'espace des applications linéaires continues
(c'est-a-dire bornées) de € dans F, avec pour ensemble bornés, les ensembles

équicontinus (ou équibormés) d'applications linéaires continues.

Dans la deuxieme partie, nous travaillerons avec des espaces localement
convexes et avec leurs espaces a bornés convexes associés qui sont topologiques
par définition. Il est intéressant de voir que les espaces d'applications li-

néaires bornéss correspondants seront du mZme type.

PROPOSITION. Si F est un e.b.c. topologique, alors l'e.b.c. L(E,F} est

également topologique : sa structurs & bornés est celle associée & la topwologie

de convergence uniforme sur les bornés de E.

Précisons encore le sens de 1'énoncé. L'hypothése équivaut 8@ F = BtF .
Sur l'espace vectoriel L{E;F) on peut mettre la topologie de la convergenke
uniforme sur les bornés de E relativement & la topologie de <tF . On va veoir
gue 1'e.b.c. L(E;F) est 1'e.b.c. associé & L(E;F) considéré ainsi comme e space

localement convexe.

Démonstration. Un systéme fondamcntal de voisinages de zéro pour la ‘topo-

logie de convergence unifcrme sur L(E;F) est formé des ensembles N(B,V) =
{f E LIE;F)|Ff(BY < V} ot B est un disque borné de E et V un disque voisin~~
de zéro dans 1TF . Alors dire qu'un ensemble H est borné équivaut a, succes-
sivement :
¥B d.b. de E, YV disque voisinage de zéro,Je > 0 : €H & N(B.,V);
VB.v., W,..,3¢ > 0 : E€H(BIES V ;
VB..., H(B) est borné BTF ;
H est équiborné : E — 8tF = F ,
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2. Une dérivée en un point est définie comme une application linéaire.
Si cela se réduit a8 un vecteur dans le cas des fonctions d'une variable

réelle, cela résulte de 1la

PROPOSITICN. L'e.b.c. L(3;E) est isomorphe a E.

Démonstration. On sait que l'espace des applications linéaires de R dans

E est vectoriellement isomorphe & E (par 1'évaluation au point 1 € R, pour

fixer les idées). Cet espace d'applications est L(R;E) : les applications

linéaires de R dans E sont bornées par 1'axiome (iii) de 0.1.1. Enfin les

bornés de L{(R;E)} correspondent trivialement & ceux de E par 1'’évaluation au
point 1.

3. On @ vu dans l'introduction 1’importance cruciale de 1l'opération de

composition des applications linéaires.

PROPOSITION. L'application canonique de composition :
L(E;F) x L(F;G) — L(E;G)

est continue.

Démonstration. Cette application (2,m) > mef étant bilinéaire, il

suffit de vérifier qu'elle est bornée. Soient H un borné de L(E;F) et K un
borné de L(F;G). Pour tout borné B de E, H(B) est borné dans F donc
K{(H(B)) est borné dans G. Ainsi KeH est borné dans L(E;G).

COROLLAIRE. L'application canonique d'évaluations :
L(E;F) X E —™F

gest continue.

Cela résulte des deux propositions précédentes en faisant
E = L(R;E) et F = L(R;F).
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DECOMPOSITION EN APPLICATIONS PARTIELLES.

4. L'isomorphisme que nous démontrons maintenant est la base des relations

entre dérivée et dériveées partielles.

PROPOSITICN. Lo

w
G
T
]
.
[
p
]
—

>
T

Démonstration. 1° L'application lindzire qui a %

1 E L[E1;F] et 22 E L[EZ;F
associe 11 @ 22 € L(E1 X EZ;F] est bornée (21 0 22[x1,x2] désigne 21(x1} +
2 (x2]] : soient H

8

’ et H2 des born2s de L[Eq;F] et L[EZ;F] respectivement et

2
1 et 82 des bornés de E1 et E2 respectivemant, [H1 ® HZJ(B1 X BZJ =
1

H (81] + HZ(BZJ borné comme somme de bornés dens F.

2° L'application linéaire qui &8 % E L[E1 X EZ:F) associe
21 € L(E1;F), ol 21(h] = 2(h,0}, est bornée : soient H un borné de
L(E1 X EZ;F), H1 son image dans L[E1;F] et B un borné de E1, H1[B) = H( B x {0}

est borné dans F. La méme chose vaut pour 1l'autre coGté.

3° Par conséquent 1'application linéaire £ v+ (£

1’£2]'

inverse de celle considérée au 1°, est bornée.
APPLICATIONS MULTILINEAIRES.

5. Nous noterons L[E1,E ....,En;F) 1'espace des applications n-linéaires

2

continues de E1 X E2 X e X En dans F avec pour bornés les ensembles équi-
. . . e . n

bornés. L'espace des applications n-linc¢aires continues de E dans F sera

noté aussi L (E;F). Rerarguons pour éviter toute confusion que
L[E1 X E2 X pae X En;FJ et L(E";F) désignent des espaces d'applications 1li-

néaires continues.

Les résultats que nous avons donnés pour las espaces d'applications 1in~
aires s'appliquent aux espaces d'applications multilinéaires gréce 3 la

proposition suivante :
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PROPOSITION. Les e.b.c. L(E;L(F;G)) et L(E,F;G) sont isomorphes.

Démonstration. Soit f bilinéaire bornée de E x F dans G . Pour chaque X,

1'zpplication g{x) : y v f(x,y) est linéaire et bornée, c’est-a-dire que
g{x) est un élément de L(F;G). Ensuite 1l’application x v+ g(x) est elle-méme
linéaire et bornée. Soit B un borné de E. L'ensemble g(B) dans L(F;G) y est
borné puisque si C est un borné de F, g(B)(C. n’est autre que le borné
f(B x C) dans G. Voila pour la définition d'une application de L(E,F;G)
dans L(E;L(F;G)). On se convaincra aisément gue c’est un isomorphisme
d'espaces vectoriels.

On va voir maintenant que les bornés se correspondent exactement : soit
H un borné de L(E;L(F;G)) et K 1'ensemble qui y correspond dans L(E,F;G).
Dire que H est borné revient & dire que, successivement,

VB borné de E, H(B) est borné dans L(F;G);

¥B borné de E, ¥C borné de F, H(B)(C) est borné dans G;

K est borné dans L(E,F;G).
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CHAPITRE 2. LA DERIVEE DANS LES ESPACES A BORNES CONVEXES.

§ 1. LA DERIVEE EN UN POINT.

0. De maniére treés générale on dit qu’une fonction f est dérivable en un
point a si 1'accroissement dsz la fonction peut &tre approché en une fonction
lingaire continue ! de 1‘'accroissement de la variable & partir de a, en sorte

que :
fla+th) - f(a) = &(h) + r(h}

ol 1'on impose au reste r{h) de tendre vers zéro "plus vite que h". On dira
d'un tel reste qu'il est un o(h} ou un infiniment petit. Il faut encore dé-
finir, dans chaque calcul différentiel particulier, ce que 1'obn entend par

tendre vers zéro "plus vite que h”,

LES INFINIMENT PETITS.

1. A une fonction r de E dans F nous associerons, comme Frolicher et Buche:
dans leur "Calculus”, la fonction ©Or de RXE dans F définie par :
0

r(tx)
t

or(t,x)

si t # 0 et si r(tx) est défini.

DEFINITION. La fonctien r est un infiniment petit (d’ordre 1), ou r(h)

est un o(h}, ssi, pour tout B borné de £, 6r{¥,B8) tend vers zéro dans F.

PROPOSITION. La fonction r est un infiniment petit ssi 1'une des condi-

tions équivalentes suivantes a lieu :
(1) VB disque borné de E, or(l¥,B) » O dans F;
(2} ¥B d.b. de E, FC d.b. de F : r{h) est un c(h) : Eg > FC (au sens de
Fréchet classiquel;
(3) VB d.b., de E, JC d.b. de F :
Ve >0, § >0 : bEB et [t] €6 = r(tb) € et C
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Démonstration. La condition (1) est clairement équivalente & celle ds

la définition puisque tout borné est contenu dans un disque borné. La condi-

tion (3) n'est que 1'explicitation de (1). L'égquivalence de (2) et (3) ré-

sulte du lemme suivant.

LEMME. Si E et F sont semi-normés, la condition de Fréchet habituelle :
() Ve > 0,36 >0 : |Ix|ls 6 = ||r0}l s e]lx]]

est eéquivalente 3 la condition suivante :
(b) ve > 0,36 > 0 : ||nljs 1 et |t] £ 6 = ||rten)|| < e|t]| .
Démonstration. Soit ||x|l< 6 . Ona x = “xll—néTr , ce qui est de

la forme th avec |t| < 6§ et ||h|]s 1 . Si 1’on suppose (b),on a

lirtx) |l s elix] et donc (a).
Inversément si |t| £ 6 et [h|ls 1, ona ||th]ls |t] £ 68 .

I1 résulte alors de (a) que ||[r(th)]| s € ||t} s €|t

, soit (b).

On paraphrasera habitucllement ces conditions de la manieére suivante :

1im r[th]
30

= J uniformément en h sur les bornés.

2. La continuité des fonctions dérivables résulte du théoreme suivant.

THECREME. Un infiniment petit est continu a l1l'origine.

Démonstration. D'apreées la condition (3) donnée en 2.1.1. ci-dessus,

si |t| £6 €1, r(tB) € etC< eC . Ainsi r(i*B) = 0 pour tout B borné.

A fortiori r(F) =+ 0 pour tout F + 0 .
3. La proposition suivante fournira l'unicité de la dérivée.

PROPOSITION. Un infiniment petit est nul s'il est homogene pour t assez

petit et si 1l'espace ou il prend ses valeurs est & bornés normants.
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ritx)
t
tend vers zéro. Donc ri{x) = 0 si les limites sont

Démonstration. Si, pour t assez petit, r(tx) = trix), 1im = r{x).
ri{tx)

t

Mais d'autre part

uniques (0.5.2).

4. PROPOSITION. Les combinaisons linéaires d'infiniment petits sont

des infiniment petits.

Démonstration. Soient r(h) et s(h) des o(h) et considérons la formula-

tion (2) de 2.1.1. Scoit B un disque borné. Si ||x||B gst assez petit,
r(x) € e HxIIB C et s(x]) E e||x|!B C', d'od
ar(x) + bs(x} € ¢ ||x|| B (aC + bC') & e|lx|{B C", pour des disques bornés

C, C' et C” convenablement choisis.
LA DERIVEE EN UN POINT.
5. Soient f une fonction de E dans F et a un point de E .

DEFINITION. Le fonction f est dite dérivable au point a ssi elle est

définie au point a et s’il existe une application linéaire continue £ de E
dans F telle que le reste :
r(h) = fla+h) - fla) - L(h)

soit un o(h). On dit alors que % est dérivée de f au pocint a.

6. Peut-on dire que % est la dérivée ?

PROPOSITION. Lorsque 1l'espace ol la fonction prend ses valeurs est a

bornés normants, la dérivée en un point, si elle existe, est unique.

Bémonstration. La différence entre deux dérivées en un méme point est

un infiniment petit (2.1.4.) linéaire et donc nul (2.1.3.).
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Pour simplifier, nous allons, comme annoncé, supposer a partir d'ici
que tous les aespaces & bornés convexes donnés sont & bornés normants. Alors
on peut parler sans ambiguité de 1'application linéaire dérivée comme de

la dérivée de f au point a que 1'on note f'(a).

7. THEBREME. Une fonction est continue en tout point ol elle est dérivable

Démonstration. L'expression fla+h)}-f(a)-f'(a)(h) est continue en h & l'ori-

gine parce que c’est un g{h). Comme f'(a) est supposée continue, il faut

que f le soit au point a.

8. PROPOSITION. Une application n-linéaire (n 2 1) continue est déri-

vable en tout point et 1l'cn a :

f [aq,...,an][hq,...,hn] = f[a1.az,...an_1,hn] toae. + f[hq,az,...,anl.

Démonstration. On considére encore la décomposition de Aaf[h] effecut ée

en 1.1.5. On retient, pour dérivée de f, ceux des termes qui sont linéaire%
en h1""‘hn et, comme f, continus . Le reste constitue un D(hq""’hn)'
Considérons un terme de la forme r(h) = f[aq,...,a h .,hn) en suppo-
r(th) _ tPr(h)
t t
Cette expression tend vers zéro avec t, uniformément en h sur les bornés

kK’ 'k+1”"°

sant K £ n-2. I1 vient : avec p 2 2 .

parce que r, comme f, est borné sur les bornés.

9. Si f est dérivable au point a, on a :

fla+tth) - f{a)

f'(al(h) = 1lim re

£20

uniformément en h sur les bornés.

Inversément supposons f et a tels que la limite :

) fla+rth)-f{a}
1im T
370
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existe pour t_out h, uniformément en h sur les bornés. Cette quantité est

fla+th)-f(a)
t

Pour que ce soit la dérivée f'(a)(h) il faut et il suffit gque cette expres-

homogéne et la différence f(a+h) - f(a) - 1lim est un o(h).

sion soit additive (pour &tre linéaire) et continue (ce qui revient a sup-

poser f continue).
CARACTERE L.OCAL DE LA DERIVEE.

10. La dérivée au point a ne dépend que du comportement de la fonction

"au voisinage de” ce point.

THEOREME. Si deux fonctions f ot g coincident sur un ensemble de la

forme a+U avec U bornivore et si f est dérivable au point a, alors g est

dérivable au point a et g’'(a) = f'{a).

Démonstration. Soient B un disque borné. Soit a> 0 tel que aB =U .

On a 1im glarth) - gla) _ 1im g(a+thi-g(a) = 1im f(a+t:]-f[a) = £'(a)(h),

t |t]<a | t]sc
uniformément sur B . Il résulte des remarques faites en 2.1.9 gue f'(a),

linéaire et continu, est le dérivée de g au point a.

LES O(hJ}.

11. Pour un certein nombre de propriétés de la dérivation (lo reégle de
derivation d’'un composé et ses conséquences) il sera intéressant de définir

les fonctions qui sont "du méme ordre” gque le variable. Soit f une fonction
de E dans F .

DEFINITION. On dit que f est de l'ordre de la variable (ou que f(h) est

un 0(h)) ssi, pour tout B borné de E, 8f(1},B) est borné (c'est-a-dire :

comprend un ensemble borné}.
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Comme en 2.1.1. pour les o(h), la définition d'un G(h) admet d'autres

formulations :

PROPOSITION. La fonction f est de l'ordre de la variable, si 1'une des

conditions équivalentes suiventes a lisu :
(1) VB d.b. de E, {C d.b. de F :
36 >0: |t] €6 = F(tB)= tC ;
(2) vB d.b. de E, 3C d.b. de F : f est un O : Eg > Fo s
(3) vB d.b. de E, 3C d.b. de F :

Fo>0:xlige s =llfoall . s Hixil

COROLILAIRES. 1° Une application linéaire est de 1l'ordre de le variable si

et ssulement si elile sst continue.
2° L'image inverse d'un bornivore par une fonction de 1'’ordre

de la variable est un bornivore.

Démonstration. Le 1° ne fait pas de difficulté. Considérons une fonc-

tion f de E dans F de l'ordre de la variable et soient U un bornivore dans F
et B un disque borné dans E . Par (1) il existe un disque borné C dans F
tel que f(tB)< tC pour t assez petit. Pour t assez petit on adgalement

tC< U donc f(EBi< U c'est-a-dire tB<§:f—1[U). On a ainsi démontré le 2°.

12. PROPOSITION. Un o(h) est un O(h). Les composés de O(h) sont des O(h).

Les composés de 0O(h) et de o(h) dans un ordre guelcongue sont des o(h).

Les combinaisons linéaires de 0O(h) sont des 0(h).

Démonstration fort longue et trop élémentaire pour tre donnée tout au

long. Considérons & titre d'exemple le cas, sans doute le moins trivial,
d'un compcsé geof ot f de E dans F est un infiniment petit tandis que g de F
dans G est de 1l'ordre de la variable. Soient B un disque borné de E et C

le disque borné dans F qui satisfait avec B & la condition (23 de 2.1.1.
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Soient ¢ >0 et 6> 0 tel que :
Ixl g s 6 = lfoall . sellxlly -
Maintenant soient D disque born& de G et &’ > 0 tels que :
Ivll o s& = lletwil g« vl -

I1 suffit de prendre 6" € § tel que €é8" £ §' et de faire y = f(x) pour

obtenir : "xllB < 68" = ”[gof](x]||D £ €||x” g °

COROLLAIRE. Si la fonction f est dérivable au point a, la différencs
fla+h) - f(a) est un O(h).

Démonstration. On a fla+h) - f(a) = f'(a3}(h) + un ol(h].

Ce dernier est un O(h) par la proposition qui précéde, tandis que f'(a)(h}

est un O(h) par le premier corollaire dans 2.1.11.

REGLES DE DERIVATION.

13. THEOREME. (Régle de dérivation d’une fonction de fonction). Si 1la

fonction f est dérivable en un point a et g en f(a), alors gef est dérivable

en a et sa dérivée est donnée par la formule :

{gef)'(a)(h) = g'(fla)}(f'(a)(h)).

Démonstration. On peut écrire flath) - fla) = f'(a)(h) + r(h) et

g(f(a)+k) - g(fla)) = g'{f(a)){K) + s(k) ol r(h) est un o{h) et s(k) un

o(k). Il vient alors pour la différence de gef, en faisant

k = f(a+h) - f(a) = f'{a)(h) + r(h), g(fla+h)) - glf(a)) =
g'(f(a))(f'(a)(h)) *+ g'(f(a))(r(h)) + s(f'(a)h + r(h)). Dans cette der-
niére somme, le premier terme est linéaire et continu en h tandis que les

deux autres constituent un o(h) par 2.1.12.
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14. Considérons une application bilinéaire [g1,g2] “*‘<y1.y2> de F1x F2
dans G. Si 1'on a deux fonctiocns f et g de E dans F1 et F2 respectivement,
on peut parler de leur produit <f,g> : x > <f(x),g(x)> qui est une fonction
de E dans G . De méme on peut feire le produit <f,y> d'une fonction dans F1
par un vecteur de F2 . La régle de Leibnitz se généralise aux produits biliné-
aires de fonctions. Un tel produit sera considéré comme le composé de l'appli-
cation bilinéaire et de la fonction x > (f(x),g(x)) de E dans F1><F2 . Il

nous faut d'abord examiner cette fonction.

LEMME. Si les fonctions f et g sont dérivables au point a, la dérivée en
ce point de la fonction x ~> {f(x),g{x)) est 1l'application linéaire

h v (f'(2)(h),g’'(a)(h)).

Démonstration. On a (f[a+h],g[a+h)} - [f(a],g[a)] -
[F'(a)(h).g'(a](h]) + (r[h),s(h]] od r(h) et s(h) sont des olh).

Le couple (r(h], s[h)) est un o{h) comme ses composantes puisque

(r(th),s(th)) _ (Elth) | rlth)y
t t Tt

Comme on connait d'autre part (2.1.8) la dérivée d'une application bili-

néaire continue, on peut appliquer 2.1.13.

PROPOSITION. (Regle de dérivation d'un produit). Un produit bilinéaire

continu de deux fonctions f et g dérivables au point a est dérivable en ce

point et sa dérivée est :

<f'(al),gla)> + <f(al),g'(a)> .

15. PROPGSITION. (Régle de dérivation de la fonction réciproque).

Si deux fonctions sont inverses 1'une de 1'autre et si elles sont dérivables

en des points gqui se correspondent, alors leurs dérivées en ces points sont

inverses l'une de 1'autre,
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Il ne s'agit bien sur pas encore ici d'affirmer 1'existence ni méme la
différentiabilité de la fonction inverse. Ces probleémes seront traités au

chapitre 5.

Démonstration. Scient f et Fﬁq dérivables en a et f(al} respectivement.

Le composé (f_1)'(f[a)) o f'(a) = [F—1°f)'(a] est la dérivée au point a de

1'identité. C'est donc 1'identité.
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§ 2. LA FONCTION DERIVEE.

DERIVEES SUCCESSIVES.

1. Soit f une fonction de E dans F .

DEFINITION. La fonction f est dite dérivable, ou différentiable, sur

un ensemble A si elle est dérivable (et donc définie) en chaque point de A .

La fonction f' : x v f'(x) définie sur A au moins et = valeurs dans L(E;F)

est alors la fonction dérivéc de f tandis que la fonction correspondante df

de EXE dans F définie par dfi{x,h) = f'{x}(h) en est la différentielle.

Le choix d'une définition dec la classe 51 est délicat du fait du sens

gue nous donnons & fonction. Supposons que f scit définie sur E tout entier

et que nous nous itéressions & son allure sur un segment S, par exemple.
On mait ce que veut dire dérivablec sur S . Mais pour la continuité de 1la
dérivée ? On pourrait demander seulement que la restriction de f' & S soit
continue. A l'autre extréme, on pourrait demander que f’ existe au moins
sur un ensemble de la forme S+U, avec U bornivore, et soit continue sur S.

Le choix fait ici est intermédiaire:

DEFINITION. La fonction f est dite continlment dérivable, ou de classe |

.-l
R

sur un ensemble A si elle est dérivable sur A et si la fonction dérivée est

continue sur A. Elle est dite de classe {{3 sur A lorsque la continuité de

la dérivée a licu uniformément sur les bornés de A {si la dérivée est de

sur A).

classe ~°

P : n 2N
Les dérivées suivantes et les classes G et ¢ sur un ensemble A sont

<

définies de la m&me maniére par récurrence sur n:



2.2 FONCTION DERIVEE. 49,

DEFINITION : Supposons définie f(n—1), la dérivée (n-1)%; on dit que
f est n fois dérivable sur l'ensembla A si f[n‘1] est dérivable sur A .
La dérivée nQ, an). gst la dérivée de f[n-1]. La fonction f est de classe

(n)

gn ou &n sur A si slle est n fois dérivable sur A gt si f est de classe

< 20
(,° ou £7 sur A .

“d

En appliquent 2.1.7 & chaque s*ade de la récurrence, on voit qu'une fonc-
tion de classe {in est de classe ffk (0 £ k £ n). Il faudra attendre 4.1.4.

pour voir que, dans une situation moins générale, la classe Ein contient les
classes EK sl 0gkgn .

2. PROPOSITION, Une fonction de classe CJ a une différentielle continue.

Démonstration. La différentielle df de la fonction f est le composé

£
e > L(E,F) évaluation

identité £

F

de fonctions continuss.

On démontrerait de méme qu’une fonction de classe £ a une différentielle

continue uniformément sur les bornés.

COMPOSITION DE FONCTIONS DERIVABLES.

, <1
3. THEOREME. Le composé de deux fonctions de classs (§1 est de classe (C .,

Démonstration. Soilent f et g des fonctions de classs ¢! de € dans F et de

F dans G respectivement. La dérivée de gef est (2.1.13) le composé :
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F g -+ L(F,G)
f/ﬂ composition A (E,G)

E -+ L(E,F)

de fonctions continues.

Lorsgue nous saurons (4.1.4.) que, dans une situation moins générale, une
fonction de classe 521 est aussi §?°, nous pourrons utiliser la démonstration
pour la classe 8ﬁ (4.1.5.).

L'application bilinéaire de composition des applications linéaires, étant

continue (1.2.3.), est aussi de classe Cfm (2.1.8).

THEOREME. Le composé dc deux fonctions n fois dérivables est n fois (

dérivable; le composé de deux fonctions de classe E&" est de classe Cjn .

Démonstration. C'est vrai sin =1 (2.1.13 et 2.2.3}. Supposons le théo-

reme démentré pour les fonctions (n-1) fois dérivables et pour les fonctions
de classe C?n-1. Alors un composé, disons gof, de fonctions n fois dérivables
ou de classse fin a pour dérivée le composé indiqué par le diagramme de la

démonstration précédente, lequel est (n-1) fois dérivable ou de classe an_1.

DERIVEES PARTIELLES.

4. Soit f une fonction du produit E1X E2 dans F.

DEFINITION, La dérivée partielle selon E, de ¥ au point a = [a1,a23 de

1

’ de la fonction x > F(x,az) de E2 dans F.

Cette dérivée est notée F%[aq,azl. On définit de méme la dérivée partielle

E1><E2 est la dérivée au point a

fz(aq,azl selon E2 de f au point a.
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5. PROPOSITION. Si f est dérivable au point a, ses dérivées partielles

existent au point a et 1'on a :
f%(a][h] = f'(a) (h,0);
fé[a][K] = f'(a)(o,k).

Cémonstration. x v f(x,y) est le composé de ¥ avec la fonction
x v (x,y). La dérivée de x s x est 1'identité et la dérivée de la
fonction censtante x A~y (y fixé) est 0. Donc la dérivée de x o {x,y) est
h v (h,o0). Lo thése résulte de la régle de dérivation d'une fonction de

fonction.

6. Les dérivées partielles fa et fé sont des fonctions de E1 dans

L(E1;F] et de E2 dans L[EZ;FJ respectivement. 0On sait que L(E1;F} x L[EZ;F]
est isomorphe a L(E1 X EZ,F] (1.2.4). Sous quelles hypotheéses a-t-on

T = Y 2
f f1 ® f2 :

PROPOSITION. Aux points (x,y) oG f;(x,y] et Fé[x,y) existent et ol

y f%(x,y] est continue (ocubien x fé[x.y)), la fonction f est dérivabils

et 1'on a

f'{x,y){(h,Kk) = f%[x;y][h) + fé(x.y)(k).

Démonstration. F(x+h,y+k)-fix,y) = flx+h,y+k)-f(x,y*k) + flx,y+k) - flx,yl=
f%(x,y+k)[h) + fé[x,y][k] + olh} + o(k} = F%[x,y](h] + Fé[x,y](k)
+ (f%(x,y+k] - f%(x,y]) (h) + o(h) + o(k). De la continuité de f% en la
variable y résulte que (f%(x,y+K] - ?%(x,y)] {h} est un olh,k). En effet

si k E 82 borné de E, et pour t assoz petit, fa[x,y + tk) - f%(x,y) E € H
pour un certain H équibcrné : E1 + F . Donc si h parcourt un borné 81 de Eq,
on a que :
(£ G y*ek) = £10x,y)) (ER)
t

et H(B1] est un borné de F .

= (F200,y*tk) - £1(x,y))  (h) € eH(B,)



2.2 FONCTION DERIVEE. 52.

COROLLAIRE. L'application f st de classe (f1 si et seulement si f%

et fé existent et sont continues.

Démonstration. La dérivée f' est le composé :

> L(E,;;F)”
E. xE > L(E, X EiF)
> L(EZ;F]J

de fonctions continues tandis que f% par exemple est le compcsé :

.F'
E1 X E2 > L[E1XE2;F]

> L[E1;F]

ot la seconde application est 1'application continue décrite en 1.2.4.
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NOTE SUR LA PREMIERE PARTIE.

Frolicher et Bucher appellent infiniment petit une fonction r telle que
er(%¥,? tend vers zéro pour tout filtre 7> "quasi-borné”, c’est-a-dire tel
qua 17532 + 0 . Les espaces E et F considérés ici étant localement bornés,
la condition revient &8 celles qui sont données en 2.1.1 et celle-ci sont
equivalentes a celle qui apparalt dans "Espaces & bornés et fonction diffe-

rentiable” do Scbastidoc e Silva.

Cela &tant, 1l'essentiel des chapitres 1 et 2 est la traduction du "Calculus”
de Frolicher et Bucher dans le langage des réunions d'espaces normés qui est
typique des espaces & bornés convexes. Je me suis écarté de Frolicher et Bucher
8 quelques reprises, par exemple en introduisant le concept de 0O(h), absent chez
eux, et surtout dans le théoreme sur les fonctions continues uniformément sur

les bornés en 1.1.8.
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Deuxieme Partie.

LE CALCUL DIFFERENTIEL DANS LES

ESPACES LOCALEMENT CONVEXES.

Dans toute cette pertie, E, E,, E .,F et G désignent des

1 2' "
espaces localement convexes séparés. La ou il est fait appel au

.

calcul intégral (de 4.2.3 a la fin du chapitre 4, essentiellement],

ces espaces sont en outre donnés comme quasi-sgomplets.
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CHAPITRE 3. LA DERIVEE DES FONCTIONS ENTRE ESPACES
LOCALEMENT CONVEXES.

§ 1. LES NOTIONS DE DERIVEE.

0. Comme on 1'a dit en 2.1.0, qui pourrait trouver sa place ici mot
pour mot, définir une dérivée revient essentiellement & définir les infi-

niment petits.
LES INFINIMENT PETITS.

1. Soit p une semi-norme continue sur E . Notons ED 1'espace semi-normé
que 1'on obtient en considérant sur £ le structure qui résulte de la semi-
norme p. L'identité est continue : E > Ep . On définit de méme Fq a partir

d'une semi-norme g continuc sur F .

Considérons maintenant une application linéaire f entre les espaces
vectoriels E et F . Elle est continue : E -+ F si et seulsment si, pour
toute semi-norme continue g sur F, il existe une semi-norme continue p sur

E (en abrégé : V¥V g s«n. pour F, 3 p s.-n. pour E) telle que f soit continue :
E >F_ .
P q

Donc dans le diagramme :
E >

P Fq
f !
£ LIS F

le concept de continuité des applications linéaires “"remonte” & la ligne
supeérieure (avec le préfixe ¥g ..., 4p ... :) ce gqui raméne au concept de

la continuité des applications linéaires entre espaces semi-normés.
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On peut de la méme maniére définir un infiniment petit cntre £ et F &
partir de la notion connue (définition classique de Fréchet) pour les espacas

semi-normés Ep et F

DEFINITION. Soit f une fonction de E dans F . On dit que ¥ est un infi-

niment petit (F) ou que f(h) est un olh) de type (F} lorsque pour toute

semi-norme continue g sur F, il existe une semi-norme continue p sur E

telle que :
Ye > 0,36 > 0 : p(h} € 6 => q('F(hJ) £ en(h) .

Cette définition est la premieére généralisation qui vienne a 1l'esprit de
la définition de Fréchet pour les espaces normés. C'est en pensant au nom de

Fréchet gue Keller a choisi le sigle (F) dans "DBifferenzierbarkeit”.

2. 51 B est un disque borné de £, 1l'identité est bornée : EB + E (c'est-a-
dire continue : EB + BE ). Une application linéaire de £ dans F est bornée :
£+F (ou continue : BE »BF) ssi, pour tout disque borné B de E, il existe un
disque borné C dans F tel quc T est bornée : EB > FC .

Ceci suggeére un autre moyen de se ramener au cas des espaces normés, &

savoir de "descendre” dans le diagramme :

..F
—_—

F
—_—

B C

MM

o B

en utilisant un préfixe de la forme : ¥B..., 3C ... : comme dans la Premiére

—

Partie. On retrouve ainsi Inh définition de Silva dens le "Calcul” :

DEFINITION. Soit f une foncticn de E dans F. On dit que f est un infini-

ment petit (S) ou gue f(h) est un olh) de type (S) lorsgue pour tout disque

borné B dans £, il existe un disque borné C dans F tel que :

Ve > 0,238 >0 : |t] €8 et h€EB = f(th) € etC
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On voit donc que la condition est exactement : f est un infiniment petit
{au sens de 2.1.1 , c'est-a-dire de "Espaces & bornés et fonction différen-

tiable” de Silva) du point de vue des s.b.c. associés BE et BF .

3. Il yv a des variantcs & ces définitions : reformulons la conditiocn
pour qu’'une fonction soit un infiniment petit (F)

q!f(h][ _

- 3 - - 1in =
Vg s.-n. pour F, Zp s.-n. pour E : lim STh C

p(h}-+0
Au licu de prendre la limite du point de vue p(h) » 0, on pouvait la

prendre du point de vue h + 0 dans la topologie de E, d’ol le type (F')

¥q s.-n. pour F, 3p s.-n. pour E : 1lim g fEh] = 0
/ h>0 p(h)

soit encorec :

¥Ygq s.-n. pour F, 3p s.~n. pour E : Ye > 0,2V voisinage de zéro dans E:

hev = q(fh)) <e plh) .

Le concept obtenu est plus faible que le premier, lequel différe par

1'exigence que V soit de la forme {h|p(h) < 8} .

4. Keller envisage encore dans son "Differenzierbarkeit” le cas ot p
est choisi indépendamment de g. Ainsi en changeant le préfixe pour
"dp ...t VYg...,"” on obtient (F,) et (F&) & partir de (F) et (F’). Keller
fournit des exemples a 1l'effet que (Fo) et (F$) sont strictement plus forts

que (F)} et (F') respectivemcnt.

5. Revenons & la définition de Silva pour en tirer aussi une variante.
La condition peut se lire :

lim F[Eh) = 0 en convergence de Mackey, de F,
t7 B8

uniformément en h sur les bornés de E .
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Sous cette forme une maniére d'affaiblir la condition saute aux yeux.
C'est ce gue Keller appelle la condition [Gb], d’apres le nom de Gateaux
parce qu'elle porte sur une limite.

f(th)

lim T

t#o

= 0 dans la topologie de F, uniformément en h sur

les bornés de E.

La condition [Gp) est celle que 1l'on obtient en suppriment 1'exigence
d’uniformité en h :

f(th)

1im T

re

0 pour chaque h, dans la topologlie de F .

La différence entre (S) et [Gb) disparait si F est normé. On verra au
paragraphe 3.2 d'’autres espaces ol cela a lieu, au moins pour certaines

fonctions. D'autre part Keller montre comment (F') entraine (Gb).

6. Les espaces localement ccnvexes €tant pseudo-topologiques au sens de

Frolicher et Bucher, la définition de ces auteurs est applicable ici.
f(th)
t »

POV
vF, ¥ >0 dansE = #F(}¥> 0 dans F .

Rappelons que si Of(t,h) désigne la condition s'écrit :

En particulier, si B est borné, VB + 0 et donc 8Ff(\},B) - 0 pour une
fonction f satisfaisant a la condition de Frolicher et Bucher que nous

désignerons par (F & B). Ainsi (F & B) implique [Gb],

LES DERIVEES.

/. A chaque notion d'infiniment petit correspond une notion de dérivation.
et m8me deux comme nous le verrons dans un cas. Soit f une fonction de E

dans F .
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DEFINITION. La fonction f est dite dérivable (F) (respectivement (F'),
(Fo), (F8), (F & B), (S}, [Gb) et (Gp)] ad point a si elle est définie au

point a et s'il existe une application linéaire continue de E dans F, notée
f'(a), telle que le reste

r(h) = fla+th) - f(a) - f'(a)(h)
soit un o(h) de type (F) (r spectivemgnt (F') et ceteral.

DEFINITION. La fonction f est dite dérivable (B) au point a si elle est

dérivable en ce point au sens de 2.1.5 comme fonction : BE -+ BF .

8. La dérivabilité (S) ne coincide pas avec la dérivabilité (B) en ce que
dans le premier cas on demande que f'(a) soit une application linéaire continu~-
E + F et seulement bornée (ou continue : BE -+ BF) dans le second cas. La déri-
vabilité (S) implique donc la dérivabilité (8) laguelle n'implique évidemment
aucune des autres puisqu'il existe des applications linéaires bornées non con-
tinues. Par contre la conjonction de (B) et [Gp) entraine (S), (Gp] fournis-
sant la continuité de f'(a) et (B) un o(h) de type (S). Pour 1le reste ces
concepts de derivabilité se comparent comme les notions d’infiniment petits
gui servent & les définir. ODans le cas ol E et F sont normés, tous les con-
cepts de dérivée, sauf (Gp], sont égquivalents. On trouvera encore 38 la fin

de 4.2.14 une condition suffisante pour gu'une dérivée (Gp] soit dérivée (G.)
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Une fonction ne peut avoir qu’une seule dérivée. En effet on doit avoir -

fla+th) - f(a)

f'(a)(h) = lim T

to
si f est dérivable en n'importe quel sens.

Nous abandonnerons ici (Fy), (F3) et (F') moins importants. Nous ne
parlercns pas plus de (F & B) qui fait 1l'ocbjet du "Calculus” de FrGlicher et
Bucher. Rappelons que (B) est d'ailleurs (F & B) appliqué aux espaces a
bornés convexes asscciés par le foncteur B . Restent donc (F), (B) et (S),
[Gb) et (Gp].

PROPRIETES DE LA DERIVABILITE {F), (S), (B8], [Gb) et [Gp].

3. On verra dans "Differenzierbarkeit” de Keller que les infiniment petits
(F) sont continus & 1'origine. Il en résulte gu’une fonction ecst continue
aux points ol elle est dérivable (F). Le résultat énoncé pour la dérivabi-
1ité (S) serait faux. Il existe (exemple 2) des fonctions dérivables (S),
en un point qui ne sont pas continues en ce point pour les topologies des
espaces E et F considérés. On a cependant, par 2.1.6., la continuité du
point de vue des convergences de Mackey, c'est-a-dire la continuité :

BE > BF , ce que nous appellerons continuité (B) . Nous reviendrons en

3.2.3 sur ce probléme de la continuité des fonctions dérivables (B) et (S).
Ce méme exemple montre qu'une fonction dérivable (Gb) n'est pas nécessaire-

ment continue.

10. La regle de dérivaticn des fonctions composées a été démontrée en
2.1.13 pour la dérivabilité (B). On se convaincra aisément que la regle vaut
de méme pour la dérivabilité (S). La régle se trouve dans l'article de

Bastiani ou dans "Differenzierbarkeit” de Keller pour la dérivabilité (F).
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Je ne sais pas si la regle vaut pour [Gp) et (Gb]. Cependant dans le cas
ol 1'on compose la fonction f de E dans F avec la représentation paramétrique
t v a + th du segment [a,a+h] dans E, la régle est valable. Soit
glt) = fla+th) . On a : glt+u) - g(t) = f'(a+th)(uh) + r{uh) o0 r est le
reste de la dérivation de f au pdint a+th. Si r(h) est un ol(h) de type (Gb]

ou [Gp), r{uh)} est un olu) par définition.

COMPOSITION DES FONCTIONS DE CLASSE (31 .

11. Nous désignerons par L(E;F) l'espace des applications linéaires conti-
nues de E dans F muni de la topologie de la convergence uniforme sur les
ensembles bornés de E. Quant 2 BE et BF, ce sont des e.b.c. et L(BE;BF} a
le sens qu'il a déja regu en 1.2.1. Il résulte de 1.2.1 que 1'e.b.c. BL(E;F)
est un sous-espace de 1'e.b.c. L(BE;BF].

—

On dira qu'une fonction ¥ de E dans F est de classe (:1 sur un ensemble,

si sa dérivée existe sur cet ensemble en un certain sens, et est continue :
E » L(E;F). Le théoreme de composition des fonctions de classe ¢t fait défeur
pour les raisons que l'on a dites dans 1'introduction. On en a un "ersatz”

par le biais des structurss a bornés associées.

Soient f et g dérivables (B) de E dans F et de F dans G respectivement.
Si f' est continue : BE - L(BE;BF) et g' : BF - L(BF;B8G), alors {(gof)’' est
continue : BE - L(BE;BRG) par 2.2.3. En introduisant 1'appellation de classe

B Ci1 pour de telles fonctions, ce résultat s'énonce comme suit :

THEOREME. Le composé deo deux fonctions de classe BGJ est de classe Biﬂ

On trouvera en 4.2.8 & s.s. un example d’epplication de ce théoréeme.
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BERIVEES PARTIELLES.

12. Le concept de dérivée (Gb) bénéficie d'un équivalent au résultat

2.2.7. sur les dérivées partielles.

Soit f une fonction de E1 X E2 dans F. En supposant que les dérivées
partielles existent, on est ramené, comme en 2.2.7, & considérer

(f20x.y + K) = £20x,y)) (h) . C'est un o(h,k) de type (G_) si ! est

continue dans sa deuxiéme variable au point (x,y). En effet la continuité

de Fa

sur les bornés de E

qui est & valeurs dans 1l'’'espace L[E1;F] muni de la convergence uniforme

, veut dire que, pour voisinage de zéro U dans F et pour

tout borné 81 dans E1, il existe un voisinege de zérc V dans E1 tel que si
k E V,
(£2 0y*K) = £20¢,y))D) E U

uniformément ¢n h dans le borné 81 . Maintenant si 82 est un borné de E2

ths; V pour t assez petit. Donc

1 (e '
T (F100y+tk) - £10x,y)) (th) € U

pour t assez petit, uniformément en h et k dans les bornés B1 et 82 .

C'est la continuité de f% qui est seule en cause ici. Il ne servirait

a rien de supposer que f ecst partiellement dérivable (F), la démonstration

donnée ne fournit jamais qu’un ol(h,k) de type [Gb].
Enongons le résultat démontré ici :

PROPOSITION. Si f admet des dérivées partielles (Gp) continues, alors

f est dérivable (Gb] et sa dérivée est donnée par la formule :

f'(x,y)(h,Kk) = fa[x,y)[h] + fé(x,y)(K] .
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§ 2. RELATIONS ENTRE LA DERIVABILITE (B) ET LES TOPOLOGIES.

0. Des problémes particuliers sont liés a l'utilisation des structures

a bornés associées dans la dérivabilité (B) ou (S),.

La différence entre dérivée (B) et dérivée (S} pour une fonction définie
sur une partie de E disparait si et seulement si £ est bornologiqus, en
effet une condition nécessaire et suffisante pour que E soit bornologique

est que toute application linéaire bornée définie sur E soit continue.

Deux autres problemes restent & traiter :
1° & guelles conditions un o(h) de type (Gb] gst-11 un co(h) de type (S) ?

2° 3 guelles conditions une fonctions dérivable (B) en un point est-elle

continue en ce pouint pour les topologies des espaces considérés ?

Ces problémes constituaient paour 1l'’essentiel l'objet du premier para-

graphe du "Calcul"” de Silva.

LES INFINIMENT PETITS (B) et LES TOPOLOGIES.

1. Soit r une fonction de E dans F. Le probléme que nous posons ne con-
cerne que F . Considérons la condition :

1im r{th)

t
tFo
Le probléme est : quand revient-il au méme de prendre cette limite dans la

= 0 uniformément en h sur les bornés de E.

topologie de F ou au sens de Mackey ?

THEOREME . Si F satisfait & la condition gque ses bornés admettent une

cobase dénombrable et & la conditicn de convergence de Mackey pour les suites

(A.2.1.), alors tout infiniment petit (Gb) & valeurs dans F est un infiniment

petit (S).
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Notons 7 le filtre des {%-ln z no} pour tous les n, entisers > 0 .

Soit B un disque becrné dans 1'’espace E .

LEMME. Le filtre or(1%,B), évidemment plus fin que 6r(//,B) est moins
fin que le filtre engendré par les snveloppes équilibrées des é€léments de
2 or(}),B). Ces filtres ont donc les mémes propriétés de convergence dans

toute pseudotopologie localement convexe.

Démonstration du lemme. Soit A 1'enveloppe équilibrée de

{nr GE] Ix EB, n2 no} pour un certain ne entier >0 . On & ainsi pour
x€EBetn=2n,, 2nr [ﬁJ E 2A . Soit alors |t] ¢ %: et n 2 no tel gue
%—r;s |t] < %; il vient x EB = %r [;1’51 € 2A. Par ailleurs de |t|n < 1
on tire X EB = tn x € Bd'ch : P[EXJ = %_.r(tnnx) € 2A.

Ainsi 2A contient 1'élément :

r(tx)
{2 | e &

:IA

», x EB}

Q

de eor(17,B).

'r(tx]

Démonstraticon du théoreme. 0Dans la topologie de F, %im e 0
+0
entraine lim nr(ﬁJ = 0 . On est donc ramené au cas d'un filtre a base
N>

dénombrable tendant vers 0 dans une topologie qui satisfait aux hypothéses

de A.2.3. Ainsi n rtg) tend vers zéro en convergence de Mackey uniformément

tx)
t

s8N X sur les bornés et donc eussi en vertu du lemme.
Un espace métrisable verifie la condition de convergence de Mackey pour
les suites mais supposeren cutre qu’il a suite fondamentale de bornés est

presque trivialisant : si 1l'espace est complet c¢'est un Banach.

Les hypothéses du théoreme sont vérifiées dans les espaces de Silva
(A.5.3). On trouve dans Kantorovich et Akilov (XI.5), outre 1'’exemple des
espaces de Silva, le cas de l'union localement convexe d'une suite croissante

d’espaces normés En telle que l’injection En > En+ soit un homéomorphisme

1
Sur un sous espace fermé.
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2. La dérivée (B} en un point est bornée. Par conséquent chaque focis que
1'on dérive (B} une fonction bornée sur les bornés, on considére un reste
borné sur les bornés. A ces fonctions on peut appliquer le théoreéme suivant

qui vaut, entre autres, pour les espaces métrisables.

THEOREME. Si F satisfait a la condition de convergence de Mackey pour

les filtres bornés (A.2.1), alors tout infiniment petit [Gb) a valeurs dans

F et borné sur les bornés est un infiniment petit (S).

Démonstration. Dans la topologie de F, %im n rbgl = 0 uniformément en h
L +]

sur les bornés de E . Cela revient a dire que la suite des fonctions

r,: h v nrtgl tend vers zéro dans l'espace des fonctions bornées sur les
bornés de E dans F muni de la topologie de la convergence uniforme sur les
bornés. Une suite tendant vers zéro dans un e.l.c. est bomée. Dire que

la suite r gst bornée implique que pour tout borné B de E, {nr(%&l h € B, n>0}
est un borné de F . Le filtre Or(7 ,B) est ainsi, pour tout borné B, un
filtre borné. Il tend vers zéro pour la ccnvergence de Mackey, et donc aussi

6r{1/,B) en vertu du lemme.
On trouve un exemple d'application de ce théoreéme dans 1'exemple 1, 3°,b.

Dans son "Calcul”, Sebastiao e Silva affirme que les infiniment petits
(GbJ et (S) sont les mémes lorsque l'espace ol ils prennent leurs valeurs
vérifie a la fois la condition que les bornés admettent une suite fondamen-
tale et la condition de convergence de Mackey pour les filtres bornés.  Nous
avons vu que ces hypothéses excluent les espaces métriques complets (3.2.1).
En présence de la premiére condition, la seconde est inutilement restrictive

(3.2.1). La seconde condition, seule, n'est pas suffisante (exemple 3).
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LA CONTINUITE DES FONCTIONS DERIVABLES (B) .

3. Une fonction dérivable (B) en un pecint est de l'ordre de l'accrois-

sement en ce point :
fla+h) - fla) = f'(a)(h) + r(h).

ol r(h) est un o(h) : BE -+ BF donc un O(h) : BE + BF 8t ol fla)(h) est
linéaire bornée en h donc aussi un O(Ch). Une maniére de montrer qu'une
fonction dérivable (B) en un point est continue en ce point est de montrer
que les O(h) : BE + BF sont continus E - F . Or on sait (2.1.11, Corollaire
2°) que 1'image ‘inverse d'un voisinage de zéro de F, image inverse d’'un

bornivore. est bornivere.

THEOREME. Si dans 1l'espace E tout bornivore est voisinage de zéro, toute

fonction de E dans F est continue aux points ol elle est dérivable (B8) .

C'est le cas en particulier si E est métrisable.

4. Les fonctions dérivables (B) en un point y sont continues (B8)
Le probleme est donc également résclu dans les especés ol la continuité :
BE »+ BF entraine la continuité : E + F . Admettons que le point considéré
soit 1l'origine. Si f est continue & 1l'origine : BE + BF , elle 1l'est aussi :
BE >+ F c'est-a-dire EB + F  pour tout disque borné B . Si la topologie
de E est la topologie finalc =ssociée aux injections E

E>F .

B -+~ E, f est continue :

THEOREME. Si la topclogie de E est la topologie finale associée aux

injections EB + E , toute fonction de E dans F est continue aux points ot

elle est dérivable (B)

C'est le cas si E est un cspace de Silve (A.5.2).
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CHAPITRE 4. LES CONSEQUENCES DU THEOREME DE LA MOYENNE.

§ 1. LE THECREME DE LA MOYENNE ET SES PREMIERES APPLICATIONS.

a. Dans le cas des fonctions d'une variable réelle, (Gp) équivaut a (F)

et (B) & (S). Nous parlerons de dérivée, dérivable, ... etc. dans le premier

cas et dérivée (B), dérivable (B), ... etc. dans le second. D'autre part

nous dirons "presque partout” pour "sauf un ensemble dénombrable”.

THEGREME DE LA MOYENNE.

1. Frdlicher et Bucher donnent dans leur "Calculus” un remarquable
"théoreme fondamental” pour le calcul différentiel. Nous nous contenterons
ici de son énoncé, la démonstration donnée aux pp. 51 & 57 du livre de
Frolicher et Bucher étant accessible sans difficulté sauf tout au plus de

notations ou de vocabulaire.

THEOREME (Frdlicher & Bucher). Scient f une application continue d'un

intervalle [a,b] de la droite réelle dans E ct ¢ une application continue st
croissante sur le méme intervalle et & valeurs réelles. Soit D un convexe
fermé de E . Si ' et ¢' existent presque partout et si

f'(t) € ¢'{t)D pour presque tout t € [a,b],
alors

f(b) - f(a) € (ob) - ¢(a)) D .

En faisant ¢(t) = t on trouve un résultat fort proche de la formule des

accroissements finis :
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COROLLAIRE (Théoréme de la moyenne). Soient f une application continue

d'un intervalle [a,bJ de la droite réelle dans E, presque partout dérivable,
et D un convexe fermé de E . Si

f'{t} E D pour presque tout t € [é,b],
alors

f(b) - f(a) € (b-a)D .

En faisant ¢'(t) = 0 on trouve la condition habituelle pour qu'une fonc-

tion soit constante :

COROLLAIRE (Théoreme de constance). Soit f une application continue de

1’intervalle La.b] dans £, presque partout dérivable. Si f'(t) = 0 presqgue

partout, alors f est constante sur [é,b] .

Il est remarquable que le théoréme de la moyenne qui découle ainsi du
théoréme de Frolicher et Bucher est beaucoup plus proche de la formule des
accroissements finis que 1'inégalité classique dans les espaces normés.

La différence évidente est que 1l'inégalité portant sur la norme ne fournit
aue des multiples de la boule unité alors que D est un convexe fermé quel-

conque (non nécessairement un disque) chez Frolicher et Bucher.

Soit f une fonction réelle d'une variable réelle dérivable sur [0,1].
Le formule des accroissements finis affirme que
F(1) - f(0) € {f'(x)| x € |0,1] }.

Le théoreme de la moyenne donne :

£F(1) - f(0) € {f'(x)] x € [0,1] }
Le théoréme classique dans les espaces normés dit ssulement que :

£(1) - f(0) € |-a, +a]
si a est le supremum de f' sur [0,1] . La différence est d'importance si

les f'(x) sont grands.
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PRIMITIVES.
2. Pour n'avoir pas & répéter la clause sslon laquelle on tolére une
infinité dénombrabls de points exceptionnels, nous allons l'inclure dens

la définition suivante.

DEFINITION. Scient T et g des fonctions d'une variable réelle a valeurs

dans E. On dit que f est primitive de g sur [é,b] si f et g sont définies

presque partout sur [a,ﬁ] gt-si 1'on &, pour presque tout t & [a.h] ’
) 'F' [t] = g(t] ]

3. Quant au probléme de 1'existence de primitives, on dispose du théoréme

suivant :

.THEORENE. Soient fn et &n des fonctions d'une variable réelle & valeurs
dans‘un espace complet E . Si les fonctions Bn admettent comme primitives

B -15) o |§,DJ des fonctions fn et si celles-ci sont continues, si la suite [gnl

admet une limite uniforme g et si la suite (Fnlc)) converge pour un certain

c € [é.b] » alors la suite [fnJ converge uniformément vers une limite f gui

est primitive de g .

Démonstration. La suite (gn] est uniformément de Cauchy. 0Donc si V sst.

un disque fermé voisinage de zéro dans £, on a gn[t] - gm(t] E V des que
m et n dépassent un certain n, , et ce unifor-"ment en t. Par le théoréme
de la moyshne, 11 suit que

(1) fn[t+h3 - fm(t+h1 - Fn(tJ + fm[t) € hV ..

On va voir que la suite (fn] gst Cauchy uniforme. On sait que, pour n
assez- grand (disons plus grand que le mé&me n,), Fn[c] - fm(c] EV . Alors
il suit de (1) que, pour tout h tel que c + h E [a,bl.

fn[c+h) - fm(c+h) € (b-a)v + VvV .,
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On va voir que g(t) = f'(t) en tout point t ot gn[t) = fa[t] pour chaque
n . En passant & la limite en m dans (1) il vient :
(2) f(t+h) - fn(t+h) - flt) + fn[t] E hV .

Fixons n 2 ng . Pour h assez petit
- - |
(3) fn[t+h] fn[t} gn(tJ h € hV

et nous supposerons que ne est assez grand pour que

(4) gn[t] - g{t) E hv .

En additionnant (2), (3) et (4) on obtient :
f(t+h) - f(t) - glt) h € 3hV .

Remarque. Dans bien des cas la suite Fn ne sortira pas d’un méme borné

de E. Il suffira alors évidemment de supposer E quasi-complet.
CONTINUITE UNIFORME SUR LES BORNES DES FONCTIONS DERIVABLES.

4. Une fonction est continue BE - BF aux points ol elle est dérivable
(B) (2.1.6). Pour obtenir la continuité uniformément sur les bornés, on

va utiliser celle de f'.

PROPOSITION. Si f est de classe &' : BE + BF sur un emsemble convexe

A, elle est de classe ~ : BE - 8F sur A .

Démonstration. Considérons 1’égalité :
(1) f(x+h) - f(x} = f'(x}(h) + r(x,h)
ol r(x,h) désigne un olh) de type (S).

Le probleme est cd'évaluer la limite au sens de Mackey du premier membre e
(1) soit, plus précisément, 1la limite dans 8F de ABf[}'] avec B borné = A
et :F9+ 0 dans BE .
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Comme ' est go

» F'(B) est borné (1.1.8), c'est-a-dire un ensemble
dquicontinu : BE » BF d’applicationslinéaires, et donc f'(B)(J ) -+ 0 dans BF .,
La question du premier terme dans le second membre de (1) est réglée.

Reste & calculer lim r(x,h) selon F en h et uniformément en x dans B.
Considérons la fonction g(t) = r(x,th} = f{x+th) - f(x) - £'(x)(th) sur tD,T].

On ag'lt) = (f'{x+th) - f'(x)) (h) en vertu de 3.1.10. Soit D 1'enveloppe

convexe fermée des g'(t) pour t € [D,11 . En vertu du théoreme de la moyenne,
g{1) € D, c’'est-a-dire ri{x,h) €E D .
Revenons & T et B . Le filtre r(B,T ) engendré par les ensembles

{r(x,n|x €EB, h €V} odVveETF estplus fin que le filtre engendré par les
enveloppes convexes fermées des

[f'ix+th) - (x) (M)} x€B, hev, tefo,1]} tver) .
Or, en vertu de 1’aexiome (iv.a) de 0.2.1, on peut supposer V équilibré donc
le filtre r(B,F } est plus fin que le filtre des enveloppes convexes fermées
des :

{(f(x+h) = #'(x))(K) |xEB, hEV, KE W} (Vetwe 7).
Ces ensembles forment le filtre A f'(FJ(F) . Comme f' est £°, AB‘F'(?] + 0
dans L(BE; BF}. Alors, par la continuité de BE x L( BE;BF)> B8F ,
Bgf' (F)(¥F) > 0 dans BF .

COMPOSITION DES FONCTIONS CONTINUEMENT DERIVABLES.

5. Le résultat qui préceéde a pour conséquence immédiate de permettre de

’(5‘1

démontrer un théoréme de composition pour la classe - .

e

THEOREME. Le composé de deux fonctions de classe & est de classe

— »

du moins si la premiere fonction est considérée sur un ensemble convexe.

L’argument est celui de 2.2.3. Remarquons qu'il s'agit ici de fonctions

entre e.l.c. séparés.
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§ 2. FONCTIONS D'UNE VARIABLE REELLE.

FONCTIONS D'UNE VARIABLE REELLE QUI "NE SONT PAS VRAIMENT" A VALEURS DANS
LES E.L.C. GENERAUX.

1. Une application continue f d'un intervalle [é,b] dans E prend toujours

s@s valeurs cans un EB (B disque borné) puisque 1l'image est compacte donc
bornée. La question est : quand f est-elle continue : [a.b] -+ EB ?
Si f a une dérivée, une dérivée continue, etc..., comme fonction & valeurs

dans E, en est-il de méme comme fonction & valeurs dans un EB ?
On obtient une premiére réponse en faisant une hypothese sur E .

THEOREME. Si E vérifie la condition de convergence de Mackey pour les

filtres bornés, toute fonction f de classe " : [a,b] + E est aussi de

classe " : Ia,bl -+ EB pour un certain disque bormmé B (n > 0 ).

Démonstration. 1° Le filtre Ala b]f(1V] des f{x+h) - f(x) est un

filtre borné (du fait de 1'uniforme continuité de f) tendant vers zéro.

Il tend donc vers zéro dans un certain EB .

2° Si f est dérivable et f' est continue, le filtre
q( [5,5]\1%) des qlx,h) = f{x+h) - F(ﬁ] - hf'{x)
tendant vers zéro. En effet posons g(t) = f{x+th) - f(x) - th f'(x).

gst un filtre borné

On a g'{t) = hf'(x+th) - hf'(x) € hD si D est 1'enveloppe convexe fermée

des f'(x+th) - f'(x) pour t € [D,{] (x et h fixés). On en tire que

- - ]
§ﬁ1] = fix+h) f[x; hf’ (x) £ED et la continuité de f' étant uniforme,

la convergence l'est aussi, en x € [a,h] .
3° Enfin, si f est de classe & " , on démontre par le
1° et le 2° que f(n] est continue, et que c'est la dérivée de f(n-1] , du

point de wvue d'un certain EB .
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Ainsi il n'y a pas de fonction de classe Cfn sur [a,b] a valeurs dans
un espace métrisable, par exemple, qui ne soit plus simplement de classs &
sur [é,b] a valeurs dans un espace normé. On trouvera un résultat de ce
genre pour les fonctions limites uniformes de fonctions en escalier en
A.6.7.

2. Au lieu de faire des hypotheéses sur E, on peut utiliser la différen—
tiabilité de 1la fonction. On consomme un ordre de différentiabilité dens

1'opération.

THEOREME. Une fonction de classe CP+1 : Ié,ﬁ] + E est aussi une fonction
de classe (jn : [a,b] + E5 pour un certain disque borné B (n 2 0 ).
. . (n+1) C . N
Démonstration. De on utilise pas vraiment la continuité mais

seulement le fait que c'est unce fonction bornée. Soit B un disque borné

contenant F(n+1) (|a,b]). On en tire :

(1) M oem - # 1M ) € ha
et la continuité de f[n) en résulte : [a,bl * EB .
Ensuite f(n) est la dérivée : [a,b] > EB de F[n-1). Posons
g(t) = £ ety - £ - # 1™ ot . on a
g'(t)= hf(n) {x+th) - hf[n)(x) € th28 nar (1). Donc :
g(1} - glo) = f[n-1)(x+h) - f(n-1](xJ - hf'(x) E %-th qui est o(h)
dans EB .

CONTINUITE ET DERIVABILITE DE L'INTEGRALE.

3. THEOREME. Soit f unc fonction r%glée sur |a,b] & valeurs dans un
espace quasi-complet E. L'’intégrale J f dépend continuement sur lﬁ,b]
a

de la limite supérieure d'intégration t .
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Les définitions relatives au calcul intégrel sont données en A.6.
Elles supposent quel’espace est quasi-complet ce que nous admettrons par

convention jusqu'’a la fin du chapitre 4.

Bémonstration. Les fonctions réglées sont bornées. Soit B un borné

contenant f[[a,bl) . La différence de é f s’évalue comme suit (A.6.5) :

t+h t+h
[ fe [ B=1tB
t t

ce qui tend bien vers zéro.

Remarque. On démontre en réalité la continuité dans EB‘. Ce résultat

est & rapprocher de celui donné en 4.2.2.

4. THEOREME. L'intégrale £ oast primitive sur |e,b] de la fonction f
a

réglée sur [a,b P,

Démonstration. 1° L'intégrale d'une fonction en escalier, comme fonction

de la limite supérieure d'intégration, est continue et évidemment primitive
de l'intégrand.
2° La fonction f est limite uniforme de fonctions en
escalier Fn dont des primitives sont les Z fﬁ. J1 suit de 4.1.3 que E a
pour primitive la fonction g f qui est par définition la limite des é fh .
5. Lorsque f est continue, on obtient, plus simplement, un meilleur

résyltat.

t
THEOREME., L'intégrale J f d’une fonction f continue sur Ia,bJ admet
3!

o -
f{t) pour dérivée en chague t E [p,bl . Si f est continue : |ab] -+ BE ,

elle est méme la dérivée (B) de son intégrale.
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Démonstration. Il nous faut estimer la différence de l'intégrale. On a :

t+h t+h
[ fls) ds = fltah + [ (#(s) - FLt)) ds .
£ t

On distingue évidemment une partie linéaire f{t)h. Reste & voir que la der-

niére intégrale est un o(h].
1° Si f est continue [é,b] + BE, il existe un disque borné fermé B tel
que f(s) - f{(t) € eB pour h assez petit. Alors
t+h t+h
f (f(s) - f(t)) ds €~ [ eB=¢eB .

t h %

2° Si f est continue [Q,bl + E , pour tout voisinage V de 0 disque fermé,
on a f(s) - f(t) E V pour h assez petit. Alors :

4 tih , th
= [ ($s) - #(t))as € = [ va=v
h t d

6. THEOREME. Si une fonction f continue sur [a,b] est primitive sur [a,b]

d'une fonction g réglée sur[a,b] » alors

b
[ g=fB) - £(a) .
a
t
Bémonstration. L'intégrale f g est une primitive continue de g (4.2.3 &t

4). Donc f{t} - } g est une prlmltlve continue de la fonction nulle. Cette

différence est donc constante st on calcule que la constante est f(al.
REGLE D'INTEGRATION PAR PARTIES.
7. La regle d'intégration par parties découle évidemment de 4.2.6.

PROPOSITION. Si f et ¢ sont de classe 511 sSur [a,b] a valeurs dans E

et R respectivement, on a la formule :
b . b b
[orce)fe) at = ote) £18) |2 - [ elerf(e) ot
a a

ot le crochet désigne la différence habituelle.

Bibliotheque des
Seiences Exactes
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Démonstration. Les fonctions (¢f)’, ¢'f et f'¢ sont intégrables par-

ce gque continues. Pour le reste il suffit de disposer de la régle de déri-
vation (¢f)’' = ¢'f + f'¢ . Cettec régle, comme en 2.1.4, découle de la régle
pour une fonction de fonction et du fait gue la multiplication par les sca-

laires est bilinéaire continus et donc C:m.
INTEGRATION PAR SUBSTITUTION.

8. PROPOSITION. Soient f une fonction continue sur [a,b] et ¢ une fonc-

tion de classe C sur|a,8| avec a = ¢la) et b = ¢(B) . Alors :

b 8
[ f(s)ds = [ flo(w)) o' (u) du .
a o
p(t) t
Démonstraticn. Les fonctions | f(s) ds et [ f(w(u])w'(u)du
a
sont continues (4.2.3) et ont la méme dérivée [4.2.5]? Comme elles coinci-

dent pour t = a , elles sont égales.
INTEGRATION LE LONG D'UNE COURBE D'UNE FONCTION DE VARIABLE VECTORIELLE.

9. Dans le cas de fonctions de variable vectorielle il est raisonnable
de chercher d'abord a intégrer des fonctions & valeurs dans un espace d'ap-
plications linéaires puisque, dans une certaine mesure, l'intégrand doit

jouer le rdle de dérivée pour l'intégrale.

Soit f une fonction de E dans l'espace L{BE;BF) des applications liné-
aires bornées de E dans F. Nous 1l’intégrons sur un arc Y de classe B<31
dans E. Nous suppcserons pour ce faire que f est continue :

BE > L{BE;BF). On verra de suite l1l'intérét de cette hypothése. Notons
encore Y une représentation paramétrique de 1l'arc y sur |b.f] .
L'hypothése sur y est la continuité de ¥y' : (b,f] + BE . Nous avons a

nous assurer que la fonction :
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(Foy) v' : t v £(y(t)) (y' (t))

est intégrable. C'est le composé

BE — 1 .+ | (BE;BF) )

svaluats
}yp valuation o

[0,1] Y s e J

de fonction 8- continues. Le composé est B-continu donc a fortiori continu.
Ainsi c'’est pour bénéficier de 1.2.3 que nous avons choisi d'utiliser les

structures 3 bcrnés associées.

DEFINITION. Nous appellerons intégrale de f sur l'arc y le vecteur

} fy(£)) (y' (t))dt
0

dans F gue nous noterons aussi ;
f f ou ff°y dy
Y

L'intégrale qui intervient dans la définition a un sens mais il reste a
vérifier gu'elle ne dépend pas de la représentation paramétrique particuliere
de 1l'arc v . Soit § une représentation paramétrique sur [a.bj équivalente &y
au sens que le changement de parametre ¢ = 5-1°Y est un difféomorphisme de
classe ¢ croissant : Ib,1| - [a,bl .

On a donc :

b 1
[ #(s(s)) (67(s))ds = [ f[6[¢(t])] (6'(¢[t)] [¢’(t))] dt
a C

= } fyt)) (y'(t)) dt
0

en vertu de la formule du changement de variable 4.2.8.
a+h
On notera aussi souvent f f 1'intégrale de f sur le segment oprienté
qui joint les points a et ath qe E et qui admet : t v a + th comme représen-

tation paramétrique sur }0,1] .
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10. On va maintenant obtenir la différence d'une fonction f comme inté-

grale de sa dérivée.

THEOREME. Soit y un arc orienté de classe B(f1 dans £, dont les extré-

mités sont & et b, et f une foncticn de classe 8 61 de E dans F. Alocrs

[ £ = f(b) - f(a)

Y 1 1
Démonstration. On a [ f'(v(t)) (v’ (t))dt = [ (foy)'(t)dt
0 ‘ 0
= {foy)(1) - (foy)(0) par 4.2.6.
b
On a en particulier, avec ces hypothéses sur f, que f f = f(b) - f(a).
a

11. Ayant égalé la différence & 1'intégrale de la dérivée, on a sans
coup férir un résultat en forme de théoreme de la moyenne pour les

fonctions de classe Bii1 .

THEOREME. Scient & et ath des points de E et f une fonction de E dans

F qui soit de classe B8 €' sur le segment [a,a+hJ . Si le convexe fermé B
contient f'(a+thl}(h)} pour tout t € [0,1] , On a
fla+h) - f(a) E B .
a+h

Démonstration. f(a+h) - f(a) = f f =
a

f'(a+tth)(h)dt et le

0 Y~

résultat est fourni par A.B6.5.

COROLLAIRE. Une fonctiocn de classe Bff1 sur un ensemble convexe est

bornée sur [resp : les bernés deJ ce convexe lorsque sa dérivée 1l'est.

Démonstration. Soit D un convexe, que nous Gcrirons a+B(a€E O, B = D-a),

tel que f soit définie sur o+B. Supposons cue f'(a+B)} est borné et scit C

1'enveloppe convexe fermée de f'(=2+B)(B). I1 vient f(a+tB) < f(a) + C .
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12. Inversément on psut donner un équivalent en variable vectorielle 3
4.2.5,

THEOREME. Si la fonction g est continue sur un convexe A : BE > L(BE;BF)

et si :
X+h

Flx+h) - f(x) = [ ¢
X
pour tous x et x+h € A, alors g est la dérivée (B) de f sur A.

1
Démonstration. On a f(xth) - f(x) = f g(x+th) (h)dt
1 0
= g(x)(h) + f (g(x+th) - g{x)) {(h) dt. Appelcns r(h) ce dernier termes.
0

La continuité de g s'exprime par :

vB d.b. de E, 3 H d.b. de L (BE;BF) : ¥e > 0,36 > 0 :
k ESB = g{x+k} - g(x) €E € H .
Alors pour h E B et si C est un disque borné dans F contenant H(B), on a,
pour |d s 6 ,{glx+tun) - g(x}) (hY EeC d'ol :

1
[ (glx+tun- - g(x)) (h) dt € e C . Ainsi r{uh)

mément sur les bornés de E.

tend vers zérc unifor-

CHANGEMENT DE VARIABLE.

12. PROPOSITION. Soient y un arc de classe BCf1 dans £ et ¢ une fonction

de E dans F de classe B8 (=7 sur Yy au moins. Appelons ¢@oy 1l'arc de classc
B 5.1 obtenu dans F en composant avec ¢ les représentations paramétriques
de Yy . Si f est une fonction de classe B¢ ? de F dans L(BG: 8G), on peut
écrire :

[ £= [ (foplg’
poy Y
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Démonstration. L'égalité résulte des égalités successives ci-desecus.

Chaque intégrale est suivie d'un diagramme sur lequel on lit le sens de 1'in-

tégrand et comment il est continu et donc intégrable.

1
J = [ #loov(t)) {(ov)’ (1)) dt
goy U ) |
BF . L(BF;BG)
M
Py ; —>R0
[0,1] toov)” . gF
1
= [ (o) (1)) (o' (ve)) (y'(t3) et
0
foo > L(BG;BG) )
BE , g
V8> | (BE;BF)
Y/ > BF
[031] ! ~RE /
1
= [ ((foq) fP'][Y (t]) (Y'[t]) dt = [ (fo9)0’
0 Y
fo® . L(gF:8G)
BE . —> L (BE;BG)
/ > L(BE;BF) s 4G
y
[0,1] Y LBE

INTEGRALE ET DERIVEE [Gp] OU (Gl .

14, On @ vu en 4.2.9 les problémes gue pose la définition de 1'intégrale
le long d'une courbe. Nous avons prouvé gue f(y(t))(Y'(t]] Gtait une
fonction intégrable en la ramenant & un composé de fonctions B-continues.

Ceci pour un arc y général.
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Dans le cas ot y(t) = a+th, #{y(t)) (y'(t)) = fla*th) (h) qui est
une fonction continue de t si f est continue. En effet, dans le cas des
e.l.c., 1'éveluation LI{E;F)} xE =+ F est séparément continue. Si f est
continue : E = L(E;F), t v fla+th) est continue : R > L(E;F) et (h étant
fixé) t > fla+th) (h) est continue : R > F . L'intégrale % f(a+th) (h)dt
a donc un sens et peut servir de définition 3 a}h f lorsque f est seulement

a
continua pour les topologies dc E et L(E;F).

Alors 4.2.6 fournit un résultat comparable & 4.2.10 :

ath '
f f!' = f{a+h) - f(a)
a

si f est de classe C;1 de type (Gp) sur le segment.

Inversément si g est continue : E + L{E;F) et si
x+h
[ g = flx+ h) - f(x)
X

sur un convexe A, alors g est la dérivée (Gb) de f sur A . En effet il
résulte de la continuité de g, pear le méme raisconnement qu'en 3.1.12, que

si B est un borné de E et U un voisinage de zéro dans F,
(g{x+tu h) - g(x3) (h) € U

pour u assez petit, upniformément en h E B . De 13 on tire gue :
1

%’ [ (glx + tuh) - g(x)) (uh)dt EU .
0

On voit donc au passage que si la dérivée (GD] est continue sur un

convexe, c'est une dérivée [Gb]'
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§ 3. DERIVEES D'ORDRE SUPERIEUR.

1. Nous savons que L(BE; L(BE;BF)) est isomorphe & LZ(BE;BF] (1.2.5).
On n'a rien de semblable pour les espaces L(E;L(E;F)) et cetsra. Plus préei-
sément {(Grothendieck, "E.V.T."”, p.154) les applications bilinéaires gui cor-
respondent cancniquement aux éléments de L(E;L{E;F)) sont, par définition,

les applications bilinéaires hypocontinies relativement aux bornés en la

premiére variable. On sait (ibidem) que ces applications sont continues

sur les produits BxE, B borné dans E .

DERIVATIONS SUCCESSIVES.

2. Il n’est pas interdit pour autant de dériver plusieurs fois. Ainsi la
dérivée seconde (S), (F) ou [Bb] d'une fonction f de E dans F est une fonction
f" de E dans L(E;L(E,F)). Dans le cas de la dérivée seconde (B} on obtient une
fonction & valeurs dans LZ(BE;BF] par l'identification canonique. Cela étant
c¢it les dérivées d'crdre supérieur sont définies par dérivations successives

comme en Z2.2.1.

Comme la dérivabilité [Gb] n'entraine pas la continuité, on n'est pas sOr
= N

- " -.-'n-1 - .
gu'une fonction de classe au sens [Gb] sera de classe CC , & moins

qu'on l1'impose dans la définition, ce que nous ferons.

DEFINITION. Supposons définie f[n-1] la dérivée (n-1)° de f au sens [Gb).
(F}, (S) ou (B) . On dit que f est n fois dérivable (G, ) etc., sur l'ensemble

A si F(n’1) est dérivable (Gb], etc., sur A . La dérivée n°, f(n)

{n-1)

, est 1la

. La fonction f est de classe & n au sens (G b].etc., si

elle est dc classe (jn—1, n fois dérivable et si f[n] est continue.

dérivée de T

SYMETRIE DE LA DERIVEE SECONDE EN UN POINT.

PROPOSITION. Soit f une fonction dérivable [Gp) dapns un cnsecmble convexoe
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et dont la dérivée f' admet elle-méme une dérivée [Gp] f”(a) en un point a

de cet ensembla. Alors f"(a)(h,k} est symétrique en h et k.

Démonstraticn. Posons gl(u) = fla+tuh+tk) - f(a+tuh) pour tout u E |-1,1|

ot h,k € E et t réel, momentanément fixés, sont tels que 1l'expression ait un
sens. On tire de 3.1.10 que g'(u) = f'(a+tuh+tk)(th) - f'(a+tuh)(th). En

dérivant alors f' au point a il vient :
g'(u) = (£"(a) (tuh+tk) + r(tuh+tk)) (th) - {f"(a)(tuh) + r(tuh)) (th)

o0 r(x) = f'(a+tx) - f'(a) - f"(a)(x) est un olx) de type (G ) & valeurs
P
r{tx)
- ‘ t
[[?1.{]h + [}1,{]k] U ([ﬁ,1jh) . Donc pour tout W voisinage de 0 dans L(E,F)

on a .

= 0 uniformément en x sur le borné

dans L(E;F). On @ en particulier lim

r(tuh + tk) et r(tuh) € tW
pour t assez petit. Comme l'évaluation par h de L{E;F) dans F est continue,
pour tout V disque fermé voisinage de zéro dans F,
(rltuh + tk) - r(tuh))(th) € 2 t2V
pour t assez petit. Si c’est pour un tel t que 1'on a défini g, cette expres-
sion est g'(u) - f"(a)(tk}(th). Donc, par le théoréme de la moyenne,
g(1) - f"(a)(tk)(th) - g{0) E 2 t?V. On a aussi g(1) - f"(a) (th) (tk]) - g(0)
E 2 t2V parce que g(1) - g(0) est symétrique en h et k. Ainsi, en divisant

par t%, £"(a)(h)(k) - £"(a) (K)(h) E V.

Lo symétrie des dérivées d'ordre supérieur en un point en résulte. Nous
noterons SK(E;F) 1’espace des éléments symétriques de L(E;...k fois...L(E;F)...]).
Les dérivées k® sont donc & valeurs dans SK[E;F] dans le cas (F), (S}, [Gb] et

[Gp). Nous nocterons Lg (BE; BF) 1l'espace formé des é&léments symétriques de
LR s 8F).

INFINIMENT PETITS D'ORDRE JPERIEUR,

4, S0oit r une fonction de E dans F,
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DEFINITION. On dit que r est un infiniment petit d'ordre n, ou que

r(h) est un o(h), de type (S) si

1am ZERL - g
t+o t
t#o

en convergence de Mackey, uniformément en h sur les bornés.

On définit de méme les o(h)" au sens (F), (Gb] et [Gp) en s'inspirant
de 3.1.1 a 5.

La dérivée premiére f'(a) est caractérisée entiérement par la propriété

que la différence fla+th) - f(a) est approchée par f'(al)(h) 2 un o{h) pres.

)

(a) n'est jusqu'ici liée & f que. bien indirec-

tement, comme dérivée de f(n*1). Peut-on approcher f(ath) - f(a) a un

Au contreaire le dérivée F(n

infiniment petit d'ordre plus élevé par un polyndme utilisant les dérivées
d'ordre supérieur ? Cette propriété d'approximation caractérisce-t-elle alors

les dérivées d'ordre supérieur ? C'est le probléme du développement de Taylor

limité et de son reste.
FONCTIONS QUI ONT UN INFINIMENT PETIT POUR DERIVEE.

5. La proposition gqui suit est le point essentiel dans la démonstration

du théoreme de Taylor.

PROPOSITION., Si la fonction r de E dans F a pour dérivée [Gp] sSur un
ensemble étcilé & partir doc 1'origine, un infiniment petit d'ocrdre n-1 de
type (S) ou [GbJ, alors r est un infiniment petit d'ordre n de type (S) ou

(Gb] respectivement.

Démonstration. Que r'(h) soit un c:[h)ﬂ_1 de type (S) s'exprime par

une relation de la forme :
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hes, |[t] 6 = rcth) ee t™ 1 H

ol B et H sont des disques bornés dans E et L { E; F) respectivement.
I1 résulte de la continuité de 1'évaluation : BE x BL(E;F) - BF que :
h €8 n-1

t| €8 = r'(th)(h) Ee t 'C
pour un certain disque berné fermé C dans F . Le théoréme de Fr8licher et
Bucher appliqué a la fonction r{uh) de la variable réelle u sur l'intervalle
[U,t] fournit slors :

€ N

heB, |t] €6 = r(th) E -t C.

Dans 1le cas d'un O(h]n—1 te type [Gb), si V est un disque fermé volsinage
de zérc dans F, on peut trouver un voisinage de zéro W dans L(E;F) tel que
W(B) << V ct on aura, successivement,

(th) € 70 W,
r(en)th) € £,

rfth) E tb -%

de la méme maniére.

POLYNOMES.

6. Soit £ E SK[E;F]. On Gerira 2(x)% pour 2(x)...k fois...(x). Les
dérivées partielles de £ existent et sont continues du fait de la symétrie

qui permet de ne dériver que des opérateurs linéaires. Ainsi, par exemple,

o _ 3 _
[ 3;;- 2(x1][x21...(xk)) (h2] = ( 3;; 2 (x1]...[xk)(x2])[h2) = 2(x1]...[xk][h2].
I1 résulte alors de 3.1.12 gue ¢ est dérivable (G_) et, en faisant X,=...=x = X,

b 1 K

que la dérivée (Gb] de Q[XJK est k £ (x]k-1.

Alternativement, on pourrait dériver (Gb] les éléments de L(E;...kfois ...
L(E;F)...) par un calcul direcct. Soit, pour simplifier, £ € L(E;L(E:F)).
On a 2f(a+h){b+k) - 2f{a)(b) = &(h)(b) + f(a)(Kk) + 2(h}(K) et

L{th} (tk
)i ) . t2(h)(k} ., Ce gqui tend vers zéro. Reste & voir gue la conver-

gence est uniforme en h et k sur les bornés. L'application £ est bornée
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gn ses deux variables : si B est un borné de E, £(B) est un borné de L(E;F),
c'est-3-dire que 2(B){(C) est borné pour tout borné C dans E. Ainsi ¢ est
dérivable (Gb).

Aucun de ces deux procédés ne nous renseigne sur la dérivée (F) d'un

polyntme.
Le cas de la dérivée (B) d'un élément L de L: (BE;BF) est plus simple :
on applique 2.1.7 . La dérivée de I(x]k est encore k& (x]k—1 .

THEOREME DE TAYLOR.

7. THEOREME (Formule dec Taylor). Soit ¥ une fonction n fois dérivable

au sens (B) cu (Gb) sur un cnsemble A étoilé autour d'un point a. Si 1'on

écrit, pour tout at+h dans A,
(1) flarh) = Fa) + £ (@) (M) + vuu + oo £ @M+ rin)

alors r(h) cst un a(h)" de type (S) ou [Gb) respectivement.

Démonstration. Dérivons par rapport a8 h la fonction f{a+h) et le poly-

ndme qui figure au second membre de (1). Les dérivées sont f'(a+h) et

fla) + 2 @M% ¢ i v s £ (@Y L Adnsi ©f(h) est le
reste du développement de degré n-1 de f'. Si 1l'on suppose le théoréme
déemontré & cet ordre, r’(h) est un o[h]n-1 de type (S) ou [Gb) et le théoréme

résulte de 4.3.5.
RESTE DE LA FORMULE DE TAYLOR SOUS FORME D'INTEGRALE.

8. THEOREME. Soit f unc fonction de classe -l au sens (B) ou [Gb] sur

un ensemble étoilé autour de a. 0On a :

Flath) = f(a) + £'(a)(h) + ... + %T £ gy
1

+ (f(“] (a+th) - f[n][al) m"
0

(1-t)"
(n~-1)!

dt
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et cette derniére intégrale est un o(h)"” de type (S) ou [Gb] respectivement.

1

oy N1
Deémonstration.1°I1 faut d'abord remarguer que f f(n () (h)"” [:nfz]'
1 L]

f(n)(a][h)n - - Calculons alors 1l'autre intégra?e. Les dérivées de la

)

fonction t > a+th, autres gue la premiére, sont identiquement nulles. Par
conséquent les dérivées successives par rapport a8 t de f(a+th) sont simple-

ment f'{a+th)(h), f"[a+th)(h)z,...,f(nj[a+th](h)n . L'intégration par
(n) n (1-t)0-1

parties de f  (a+th)(h) ey donne alors
-y BT @™ - L - F e () ¢ flash) - fla).

2° La seconde partie de la thése résulte de 4.3.7. On
peut également la démontrer par calcul direct en utilisant la continuité de

f(n] un peu comme en 3.1.12.

RECIPRORUE DU THEOREME DE TAYLOR.

8. Une fonction gui peut &tre approchée par. un polynfme de degré n ,
a8 un infiniment petit d’ordre n prés, et ca de maniére suffisamment régu-
lieére, est de classe £" . Ce théoreéme est mal oonnu dans les cas les plus
simples. Nous en avons fait une démonstration élémentaire pour le cas
d'une fonction réelle d’une variable réelle; elle est donnée en appendice
& titre de curiosité (A.7).

Le cas de dimension infinie est traité par Abraham et Robbin pour les

Banachs. La démonstration donnée ici est la méme.

THEOREME. Soit f une fonction de E dans F définie sur un convexe A.

Supposons que 1'on ait des fonctions Rk définies sur A et continues :

BE ~ Lg (BE; BF) ou continues : E » SK[E;F) telles que, pour x et x+h dans
A,

Flx+h) = 2o(x) + 2, (x)(h) + .ov %T-zn(thnJ” + rlx,h)
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avec, pour tout x, E A,

ri{x,th)
n

lim
t-o t
t#o
XX o

|
L=

uniformément en h sur les bornés de E, au sens de Mackey dans F ou, respec-
tivement, dans la topologie dc F .

Alors f est de classe (. ' au sens (B) ou (Gb), respectivement, et les
dérivées de T sont données par

(k) _
f = Rk .

Démonstration. Le théoréme sera démontré & suffisance si 1l'on établit

que : 1
(1) g, (x+h) - 2 (x) = é B yq Oxrth) (M)t
puisque cette relation entraine que lé = £k+1 par 4.2.12 ou 4.2.14. Supposons

donc que ncus ayens k, x ¢t h peur lesquels 1'égalité (1) ne soit pas vérificée.
Il existe un k-ugple (h1,...,hk] d'éléments de E ou ces applications prennent
une valeur différente dans F et ensuite, par le théoréme de Habn-Banach, une

forme lindaire £ continue sur F qui sépare ces deux &éléments de F :

(x+th) (h,h,, ..o )) At o

1
(2 (x+h) - 2 (x)) # £ 2L, ,

Soit E; 1'espace engendré par x,h,h1,...,hk.

g = RoFf/Es, , que 1l'on peut considérer comme une fonction d'un nombre fini

On voit que la fonction réelle

de variables réelles, ne satisfeit pas au théoréme. Or le théoréme est vrai
(Abraham et Robbin)dans les Banachs et donc a fortiori dans les espaces de

dimension finie.

Remargue. Posons si{x,t,h} = Ei%éinl . L'hypothése est que s(x,0,h) = 0O

pour tout x et gue en tout pocint (x,0), la fonction s est continue en les

variables x ct t conjointement, uniformément en h sur les bornés.
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CHAPITRE 5. LE PROBLEME DES FONCTIONS IMPLICITES.

§ 1. THEODREMES D'EXISTENCE.

POINTS FIXES.

1. Nous utiliserons pour les fonctions implicites un résultat inspiré
du "principe du point fixe de Banach” et que 1l'on pourrait intituler

"principe du point fixe & un parametre”.

LEMME., Spient g une fonction continue de E F dans F et (Xo,Yo) un point
de ExXF tel guc glxe,¥Ye) = Vo « 5'il existe un snsemble A dens E, un disque
borné B de F, complet pour sa topologie propre {celle induite par FBJ et un
nombre positif k < 1 tels que g soit définie sur (xo* A) % [yo+ B) et que :

X E Xo * A ] - glx,y) E yo + B
yety' Ey, +B [lbtx,y) - g0ay Yl g s killy-y'llg s

alors il existe une application u de x, + A dans ye + B, unique, continue :
E~>F , telle que ulxe) = yo et telle gue ulx) soit un point fixe de
l'applicaticn y " glx,y), c'est-a-dire que, pour tout x € xo + A,

ulx) = glx,ulx)) .

Démonstration. Posons ue(X) = Vo, u1[x] = g(x,YolX)),en. u 1(x] =

+
g[x.un(xJ]...., pour x E xo + A . La suite des un[x) est Cauchy, uniformé-

ment sur X, + A, dans yo + B pour sa tecpologie propre. En effet
'I‘Un+1IXJ - un[x]HB =||g{x,un(x]] - g[x,un_,](x})HB gst majoré par
k Hun(x] - un;q(xJ“ B et, de proche en proche, par K" puisque u1(x) E yo * D.
On a uglxe) = u1(xo) = ,,, = un[xol = .40 2 Yo » Donc si u(x) = 1lim un(x].
ulxg) = yo « On a aussi ul(x) = limg[x,un(x]) = g(x,ulx)), puisque g est
continue. Enfin u est continue sur 1l’ensemble x, + A parce que les u_ le

sont et gue la limite a lieu uniformément sur cet ensemble.
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Soit v une autre fonction telle que v(x) = g(x,v(x)). On a
futx) - vix)| 5 = || g(x,ulx))- g(x,v(x]]llB s kflulx) - vix)f{ g, du moins

si v(x) E yo *+ B pour x € xo + A. Dans ce cas u = V sur X, *+ A.

Remarques. 1° En vertu de A.4, B est complet pour sa topologie propre

lorsqu’il l'est pour la topolegic de F. Par conséquent 1'hypothése de com-
plétion sur B est réelisée si F gst quasi-complet.

2° On voit faiclement dans la démonstration que si A est un
cdisque borné et si g est continue : (xo+A} x (yo*8B) » y, + B pour les topo-
A et FB respectivement)
alors u est continue : xo * A+ y, + B pour les topologies propres de ces

logies propres de ces ensembles (celles induites par E

ensembles. Une méme remarque pouvait &tre faite pour les résultats donnés
en 5.1.3 &8 6. Mais on est alcrs ramené & un probléme posé entiérement en

termes d'espaces normés.

2. En prenant le cas ot g ne dépend pas de x, on obtient un théoreme de
point fixe au sens habituel. L'hypothése de continuité n’apparait plus
explicitement puisque, en y, elle résulte de la condition de contraction.

A vral dire nous sommes dans la situation la plus classique : une restric-

tion de la fonction est contractante d’un métrique complet dans lui-méme.

CORGLLAIRE. Soit g une fonction de F dans lui-méme qui applique dans

soi-m8me le translaté y,+ B d'un disque borné B complet. S'il existe un
k <1 tel que :

yety' €yo+B = Jgly) - gty gg klly-y'll 5.

alors la fonction g admet un point fixe unique dans yo + B.

FONCTIONS IMPLICITES.

3. Le "principe du point fixe & un paramétre” s'applique immédiatement

& une premiére forme de probléme de fonction implicite.
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THEOREME (des fonctions implicites). Soient f une fonction continue de

EXF dans F et (xe.V¥o) un point de E XF tel que f{xo,V¥o) = 0 . S'il existe
un ensemble A% E , un disque borné B dans F, complet pour sa topologie
propre et un nombre positif K < 1 tels que f soit définie sur {x,+A) * (y.+B)
et que

[ £(x,yo) € B(1-K)

y et y' € yo+ B hy-y'-f0ay) + fouyll g s klly-vll 5

X E Xo + A s

alors il existe une application u de xc+ A dans yo+ B, unigue, continue :

E > F, telle que uilxe) = yo et solution du probléme d’sxplication de y dans

1'équation f{x,y) = 0, c’est-3-dire telle que, pour tout x € X, + A,
flx,y(x}} =0 .

"

Démonstration. On pose glx,y) = y-f(x,y). Des hypotheéses il suit que,

pour X € Xo + A et yet y' € yo + B, g{x,vo) € yo + B(1-k) et
"g(x.y) - g[x,y']” 8 < k“y-y'llB . De 12 on tire que
gix,y)l = glx,yo) * (glx,y) - glx,y0)) E yo + B(1-k) + kB = yo* B et

le lemme s'applique.

4. COROLLAIRE., (Théoreme d'inversion). Soient v une fonction continue

de F dans lui-méme et x, l'image par v d'un point yo de F. S'il existe un
disque borné B de F, complet pour sa topologie propre, et un nombre positif
K <1 tels que v soit définie sur yo + B et que

yety' €y, *+B = |ly-y'-viy) + viy)ll 5 € klly-yll 5 s
alors il existe une application u de xo *+ B{1-k) dans y.*B, unigue, telle
que, pour tout X E xo + B{1-k),

viulx)) = x .

Démonstration. Le probléme est d’expliciter y en y = ul(x) dans 1l’éguation

fix,y) = vly) - x = 0 ol f est définie sur (xe+B(1-k)) X (yo+ B). On a bien,
pour (x,y} et (x,y') dans cet ensemble, flXx,yo) = Xo - x € B(1-k) et 1la

condition de contraction. Le théoréme des fonctions implicites s'applique.
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5. On peut appliquer ces résultats a des fonctions a valeurs dans un
troisiéme espace, G, si 1'on dispose d’un isomorphisme entre F et G . Les
énoncés que 1l'cn obtient ainsi sont ‘donnés explicitement pour pourvoir s'y

référar dans la suite.

PRCGPOSITION. Scit f une fonction continue de E XF dans G qui s'annule

au point (Xo,¥o). Soit T un isomorphisme d'e.l.c. de F sur G . S'il existe
un ensemble A dans E, un disque borné B de F, complet pour sa topologie propre,

et un nombre positif k < 1 tels que f soit d@finie sur (xc+A) X {yo+B) et que :

X € Xo + A ] - { £(x,¥o) E T(B)(1-k)
’ N B T ~ ' < -yt
y et y' € yo + B 170y - (F Oy~ Oy N gy K vy il
alors 11 existe une application u de x, + A dans y, + B, unique, continue :

E > F, telle que ulxe) = yo et telle que, pour tout x dans xo + A,
Flx,ulx)) 0.

[H

6. CORODLLAIRE. Soient v une fonction continue de F dans E et x, 1l'image

par v d'un point yo de F. Soit T un iscmorphisme d'e.l.c. de F sur E. S'il
existe un disque borné B dans F, complet, pour sa topologie propre, et un

nombre positif k < 1 tels gque v solt définie, sur yo + B et que

yet y' € yot B = ||T[y-y')-(v(y)—v[y')]||T(B] € k||y-y'” B’

alors il existe une application u de x, + T{B}(1-k) dans yo+ B, unique,
continue : E > F, telle que, pour tout x dans x, *+ T(B){1-k]},

viu(x)) = x ,

7. Dans le cas classique ou E,F et G sont normés, on suppose f différen-
tiable et que T = fé[xo.yo). Les autres hypothéses résultent de celle-1a per
1'application du théoréme de la moyenne pour des ensembles A et B avec un
intérieur non vide. Ici, au contraire, il faut faire explicitement 1'hypo-
thése de contraction et la différentiabilité est alors inutile. Ensuite

1'explication v = ulx) gue l'on obtient n’est pas nécessairement définissablce
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sur un ensemble a intérieur non vide.

Quoique la présentation finele soit plus proche de celle de Dieudonné,
les résultats qui préceédent sont inspirés par 1'article de Falb et Jacobs.
C’est sux qui ont eu l'ic2e de se limiter & un ensemble borné et d'utiliser
une hypothése de contraction. L'inutilité de 1'hypothése de différentiebilité
dans la guestion de 1'existence d'une sclution ressort a 1’évidence de leurs
travaux puisque la notion de dérivée qu’ils utilisent est pratiquement vide
de sens (et, contrairement & ce qu’affirme leur proposition 2, ne coincide
évidemment pas avec la définition habituelle pour les espaces normés ni

méme pour R).

Que l'explication (ou 1l'inversion) n'est pas en général "locale"” au sens
habituel (sur un voisinage du point considéré) résulte du contre-exemple que
1'on trouve dans Eels, dans "Differenzierbarkeit” de Keller et dans Falb et
Jacobs. Il s'agit de fonctions gqui ne sont pas inversibles dans un voisinage
de 1l'image de 1l'crigine, tantdt par défaut d'injectivité, tontdt par défaut

de surjectivité.

Considérons ainsi la fonction exponentielle v de RN dans lui-méme qui &
une suite y = (yn) associe la suite v{y) = (exp yn). Cette fonction est étu-
diée comme exemple 1. La fonction inverse est évidente : c’est la fonction
logarithme qui & une suite x = (xn) associe la suite ul(x) = (log xn). Cette
fonction n'est définie gue sur l'ensemble das suites (xn) avec X > 0 et
cet ensemble n'a pas d'intérieur dans RN . Pourtant cette fonction vérifie
les plus fortes hypothéses de différentiabilité (exemple 1). De plus elle
vérifie les conditions données en 5.1.4 avec k = 1 et B = {ylvn, ynl < 6}

2
ol 8§ est tel que, pour t et t' réels,

lt] et|t'] €6 = [t-t* -e" + o < —;-It-t'l

(un tel § existe par la formule des accroissements finis).
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§ 2. DERIVABILITE DE LA SOLUTION.

1. On sait que, dans les espaces normés, la différentiabilité de f
entraine celle de la soclution. Dans les e.l.c. nous allons, comme pour les
théoremes d'existence, faire des hypotheses explicites, et cela encore en

s'inspirant de Falb et Jaccbs.

THEOREME. Soit f ung fonction de Ex~ F dans G qui s'annule en un point

(X0,¥o) et qui admet des dérivées partielles (B) en ce point de telle sorte
que Fé[xo,yoJ soit un isomorphisme d'e.b.c. de BF sur BG . Supposons resclu
le probleme d'explicitation par une fonction u définis sur un sous-ensemble
Xot* A de E, continue en x, ¢ BE -+ BF , telle que :
ulxel = Vyo
fix,ulx)} =0
Si, pour tout disque borné B dans F et tout € > 0, il existe un 6 > O

tel que, pour tout x dans X, + A et tout k dans F

() kil g € 8 = |[£50x.v0) (k) - (FIx,yo*k) - Flx,yo)) ] 'Fé[XQJYO)(B)S e |l kll g

alors u est dérivable (B) en x, et sa dérivée est donnée par la formule :

u'l(xo) = - (fé[xo, yo]) T, Fi(xo.yo) )

Démonstration. Considérons, en posant T = fé(xo.yo),

p(h) = f(xo+h, u(xo+h]) - flXoth,yo) - T[u(xo+h]-yo) .
Comme f(x,y(x)) = 0, on a tout aussi bien

@(h) = -FI (xo,yo)(h) = T{ulxo*h)-y,) - ¥(h)

ot ¢(h) est un o(h) de type (S). Posons f{(xo.yol =S . On a donc:
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'sth) + H(ulxe*h)-yo) = 9(h) + ¥(h)
soilt encore :
ulxo*h) = yo + (T eS)(h) = (T Yo 9)Ch) + (T 'o¥)(h)

Le théoréme sera démontré si 1'on prouve que le second membre est un o(h) de
type (S).
De (1) on tire que, pour tout disque borné B dans F et tout €> 0 , il

existe un 6 >0 tel gue :
(2) I|u(xo+h)-yo||B 8 = |![Tﬂ1° ¢)(h]||8 < e ||ulxo*h)-~¥o | B

Soit C un disque borné de E . Comme

(3) T 108 est continu,
(4) u est continue en x, : BRE -+ gF ,
(5) [T-1o $) (h) est un o(h),

on peut choisir B disque borné de F tel que
‘0oee
H| (T oS][h]llB < ||h||C , par (3) ,

: Ve > 0, ¥6§ >0, n >0 :||h||C £n = II(T—1°w)(h)||N < e"h”C , par (5),
||u[xo+h)—yo|[B < & , par (4).

On combine (2) et (5) pour avoir :
© fnll sn =l eom + il € e (Hutxermi-yoll g + lInll J
On peut supposer € £ %-, d'ou, par (6) et (3},

1

lutxetnd=yoll g s N7 e0rtn) + 77 ou3tm | 5 + 77 ey m ]

1 1
3 §¢|u[xo+h]-yo + 05 + 1]|Ihllc

I
soit

(7) IlU(xo+h]-YOl|B £ E||h" »
Reste & combiner ces majorations : portant (7) dans (6), il vient :

Inllgsn = [l oty + (77 owr |l 4 < 4e Inl]
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COROLLAIRE. Soient v une fonction de F dans E et xo, 1'image par v

d'un point yo de F. Supposons que v soit dérivable (B) en yo, que Vv'(yo)
soit un isomorphisme de BF sur BE et que 1'on ait une fonction u continue
an Xo : BE * BF , telle que ulxo) = yo et que viu(x)) = x .

Si pour tout disque borné B dans F et tout € >0 , 1l existe un 6> 0 tel
que :

lkllg <6 = lvityad k) - (viyerkd = viye)) |l <e |kl g,

v'(yo)(B)
alors u est dérivable (B) en x, ot sa dérivée est donnée par la formule :

0 (xe) = V' lye) | .

L'hypothese (1) est fort exigente. Elle implique d’abord que fé[x,yo)
ne dépend pas de x. On remarquera que cette derniére condition est réalisée

automatiquement si f(x,y) = x-v{y), c'’est-a-dire dans les problémes d'inversion.

L'autre aspect de l'hypothése (1) est gue fé[xo,yol est la dérivée (B) ,
non seulement en tout point (x,yo) uniformément en x, mais aussi en un sens
beaucoup plus fort que la condition habituelle : celle-ci serait, en (X¢,Vo)
gque pour tout disque borné B dans F, il doit exister un disque borné C dans

G tel que :

HKHB £6 = ||-Fé[xo,yo)[K) - (f[xo:yo+k) = 'F(XO:YO]]” C £ E “kll B °

Dans le théoreme et son corolleire, on exige que C = Fé(xo.yo)(B) .

Une difficulté apparait lorsque 1l'on rapproche les deux paragraphes de
ce chapitre. Les théorémes d'existence fournissent des solutions continues :
E + F et les théoréemes de différentiabilité ne s'appliquent gu’aux solutions
continues : BE + BF . Il ne semble pas gu'un aménagemant des démonstrations

utilisées ici puisse combler 1l'écart.
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Mais il est des circonstances ol la continuité : E + F entraine 1la
continuité : BE + BF . Scit D un disque borné dans E. Une fonction u
continue en x, : E + F est a fortiori continue en x, : ED * F . Reste a
voir quand la convergence de ul(xe + h} - u(xe) pour h > o dans ED a lieu
au sens de Mackey dans F. C'est le cas lorsque la fonction u est bornée
sur les bornés et que l'espace F vérifie la condition de convergence de

Mackey pour les filtres bcrnés.

Or u est toujours borné dans les théoremes d'existence qui précédent.
Ainsi les résultats de ce chapitre se combinent pour fournir un théoreme
d’existence et de différentiabilité de la solution dans le cas des espaces F
qui vérifient 1la condition de convergence de Mackey pour les filtrss bornés,

donc en particulier les espaces métrisables (A.2.2).
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EXEMPLE 1.

La topologie produit sur RN en fait un espace localement convexe
métrisable et complet (espace de Fréchet). Considérons la fonction v de RN
dans lui-méme qui & une suite y = (ynln € N) fait correspondre la suite

viy) = {exp ynln EN).

1. La dérivée de v a 1'ori§ine gst 1l'identité sur RN.
En effet :

exp thn -1
t

2. C'est 1a dérivée (F). En effet, pour n fixé, pour tout € > 0 , il

v(th) -v(o}
t

lim = {1im

) = (h)

existe § > 0 tel que

|hn| £8 = |exp ho =1 - hnl < elhnl .

3. C'est la dérivée (S). Un systeme fondamental de bornés de RN est formé

' N N
des ensembles {x = (xn]|VnEN, Ixn| g an} ol [an] parcourt R_ .

a) On peut faire le calcul direct. Nous avons a démontrer :
N '“' N L] = -' L]
V[an) E R+..;[bnl E R, : Ve?> 0, .36 >0 :

(vneN, |h | € a3 et (lt] € 6) = (wnen,|exp th -1-th | € elt] b_ .

D*abord |exp th -1-th | < fexp ta -1-ta | si |h | € a . Ensuite, en prenant
b, = e, 11 vient :

|exp tan-1—tan| s {t]? b

Comme il résulte de la comparaison des séries de Taylor.

b) On peut appliquer lc théoréme donné en 3.2.2. On a la dérivabilité
(Gb) puisque {F). L'espace RN satisfait & 1la condition de convergence de
Mackey pour les filtres bornés parce qu'il est métrisable. Reste & verificr
que notre infiniment petit (Gb] est borné sur les bornés paur qu'il soit (S).

Dans (exp hn -4 - th, 1'identité et la constante (1,1,...) sont des
fonctions bornées sur les bornés et sur le borné ”[hnl sa”, ona:

n

< i = =
exp hnl LS hn si bn € ]
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4° Plus généralement, la dérivée au point y est 1'opérateur linéaire :

(h_ ) > [hn exp yn) et cette dérivée est dérivés (S) et (F). Cela découle

des résultats obtenus pour v = 0 du fait que et+h - et = e (eh - e°).

5° Une suite [an) donne lieu & un opérateur linéaire continu

o RN-+ RN : (hn] w+[anhn]. On peut donc identifier RN avec un sous-espace

vectoriel de L(RN,R } et ce dernier espace induit alors sur RN la topologie

produit habituelle. 0Oe ce point de wvue ~n peut dire que v est sa propre

fonction dérivée. Elle est donc ¢~ . Sembl: ‘lement on démontre que V

est g . On démontre comme au 3° que v est £° : BRN > BRN (ce qui
implique que v est bornée sur les bornés) . Donc v est de classe‘E? :
ar" & grY .

Variantes. A. On peut remplacer l'espace des suites RN par l’espace

des applications RR {(c’est 1l'exemple utilisé par Falb et Jacobsl). Cet espace
n'est pas métrisable en topologie produit.

B. Eslls se limite & l'espace <.{R) des fonctions continues
en topologie de convergencc uniforme sur les compacts. Les calculs que
nous avons donnés ici s'adaptent facilement : les inégalités considérées
pour la n® coordonnée doivent &tre remplacées par des inégalités valant

uniformément sur un compact K.
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EXEMPLE 2.

Soit E un espace normé de dimension infinie. Le carré de la norme est
un infiniment petit au sens habituel, c'est-a-dire (F) et tout aussi bien
{(S) puisque les gspaces considérés sont normés. Soit EF 1's.l.c. faible
associé. Cet espace a les m@mes bornés gue E et donc les mémes infiniment
petits (B) . Mais le carré de la norme n'est pas faiblement continu et ne
peut donc &tre un infiniment petit (F)} pour la topologie faible de E
(Keller, "Differenzierbarkeit”).
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EXEMPLE 3.

Soit E = 2 en norme et F = RN en topolegie produit. Posons
2

t 1
1"nt Sit#‘ﬁ':

u,(t) = 0 6i t = +

n

Soit elors f l'application de 2 dans RN définie par :

x = (x [n &N v fix) = (u(x)lnen) .

On va voir que fi{x) est un alx) [Gb] et donc (F) puisque E sst normé.

Soit B le borné {x| ||x||s n'} dans £ et soit n € N; il est possible de

rendre la n° cocrdonnée de f(tx), a savoir T%g%ﬂ; ,» plus petit que €t,
n

uniformément en x = [an €8 .

Au contraire aucun disque borné de la forme B considérée ci-dessus
n'a une image par f bornée dans F : il suffit de prendre n Z-% pour que
un(xn) prenne toute valeur positive pour X dans B. 0On a donc pas un
(C(x) : BE = BF . Donc (2.1.12) f(x) n'est pas un ol(x) de type (S)

(Keller, "Differenzierbarkeit”).
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1. Un théoréme sur la continuité uniforme.

Dans des cas treés étendus, une fonction uniformément continue sur

un snsemble borné est bornée sur cet ensemble (voir oaussi 1.1.8).

THEOREME. Soient E et F deux espaces semi-normés, A un borné de E,

étoilé a pertir d'un de ses points, et ¥ une application de A dans F.

Si f est uniformément continue, elle est bornée.

Par "étcilé 3 partir d'un de ses points”" on entend qu'il existe un

Xo E A auquel tout autre point de A est relié par un segment dans A.

Démonstration. On peut supposer que la distance d'un point gquelconque

de A au point x, ne dépasse pas 1. En vertu de la continuité uniforme,

il existe un n entier > 0 tel que, si x et y appartiennent & A ,
I x-y]| < -% = ||f(x3 - Feydlls 1.

Décomposons 1'intervallc [0,1] en n sous-intervalles de longueur
égale et appelons t, = O, t1,..., tn = 1 1les points de subdivision.
On décompose a2lors sur cc modéle le segment qui joint x, & un point x de

A et on écrit :

n
(1) Flx) = flxo) + I (f[xo+ti(x-xo] - Flxot ti_1(x-xo])] .

1
or JIxo + ti(x-xo) - Xo - ti_1(x—xo)|| = (ti-ti_1) "x-xo||s -% puisqu’on
a supposé ||x-xo||5 1 . Donc :
(2) ||f(xo+ti[x—xo)] ~ Flxo * ti_1[x—x°)JH < 1.
Et en portant (2) dans (1) il vient :

Hfoail € |ftxad + n

indépendamment de x.

On trouve ce théoréme pour les ensembles A qui sont des boules dans le
livre de Vainberg. Si la A%ri-_trallcr 4onnée ici est rédigée plus simple-
ment, c'est di & la lecture du cours de La Vallée Poussin (Tome I, n°27,

D.26 de la 12° &dition).
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2. Les conditions de convergence de Mackey.

LA CONDITION POUR LES SUITES ET LA CONDITION POUR LES FILTRES BORNES.

1. Soit E un e.l.c. Nous dirons que E vérifie la condition de conver-

gence de Mackey pour les suites si toute sulte d'éléments de E, tendant

vers zé&ro dans la topologie de E, converge également au sens de Mackay.

Nous dirons que E vérifie la condition de convergence de Macksy pour las

filtres bornés si tout filtre dans E, tendant vers zéro dans la topologie

de E et comprenant parmi ses &lé&ments un ensemble borné, converge également

au sens de Mackey.

Comme une-suite qui converge dans une topologie vectorielle est bornée,
la seconde condition entraine la premiére. Ces conditions sont citées par
Grothendieck dans "E.V.T.” (IV-4.1, exsrcice 2) et dans "F & DF" (III.1)
sous des appellations différentes. En réalité la seconde conditions
diffeéere de celle de Grothendieck autrsmsnt que par l'appellation mais la

proposition qui sult assure 1'’équivalence.

PROPOSITION. L'espace E vérifie la condition pour les filtres bornés
si et seulement si pour tout borné B il existe un disque bornS A dans E
tel que les topologies induites sur B par celle de EA et celle de E
colncident ("condition stricte” de Grothendieck).

Démonstration. Soit B un disque borné. Appelons L le filtre des
voisinages de 0 dans le topologie induite sur B par celle de E. Si 1'on
suppose que E vérifie la condition pour les filtres bornés, ‘L converge

au sens de Mackey, c'est-a-dire dans un certain E

A »
Inversément soit ¥ un filtre. Si B est un &lément de 7 , la conver-
gence de F ne dépend que des topologies sur B . S1 F tend vers zéro et

qu'on a la "condition stricte”, F converge dans un EA et donc au sens de
Mackey.
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2. THEOREME. Les espaces localement convexes métrisables vérifient

la condition de convergence de Mackey pour les filtres bornés.

C'est un fait assez connu. On en trouve une démonstration chez
Grothendieck dans "E.V.T"” (IV-2.2, théoréme 1) et dans "F & DF"” (III.1,
p.106).

LA CONDITION POUR LES FILTRES A BASE DENOMBRABLE.

3. Autre conditicn du m@me genre : un e.l.c. E vérifie la conditicn de

convergence de Mackey pour les filtres & base dénombrable, si tout filtre

dans E, tendant vers zéro dans la topologie de E et admettant une base

dénombrable, converge également au sens de Mackey.

PROPOSITION. Dans un e.l.c. dont les bornés admettent une cobase

dénombrable, la condition de convergence de Mackey pour les suites entraine

la condition pour les filtres & base dénombrable.

Ce fait est moins connu mais la démonstration (Grothendieck, "F & DF”,

I1I.1, prop.15) est trop longue pour la reproduire ici.

DISQUES METRISABLES.

4, PROPOSITION., S09* F un e.l.c. dont les bornés admettent une cobase

dénombrable et vérifiant la condition de convergence de Mackey pour les

sultes. Alors, pour tout disque métrisable M dans la topologie induite

par E, il existe un espace EA (A disque borné) qui induit sur M la méme

topologie.

Démonstration. Le filtre des voisinages de 0 dans M est & base dénom-

brable. Donc il tend vers 0 dans un certain EA’ par A.2.3.
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COROLLAIRE. Dans un e.l.c. donc les bornés admettent une cobase

dénombrable la condition de convergence de Mackey pour les filtres bornés
est équivalente & la conjonction de la condition pour les suites et de

la condition que les bornés scient métrisables.
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3. Bornivores.

BORNIVORES.

1. Dans un espace vectoriel, on dit gue 1'ensemble M absorbe 1'ensemble

B s'il existe une >0 tel que :
(1) lt| s e = tBC N
Si soit M, soit B, est un disque, la condition (1) se réduit a

(2) eB < M

Un ensemble M qui absorbe tcocus les points de 1'espace est dit absorbant.

Dans un espace & bornés, on appelle bornivore un snsemble M qui absorbe

tous les bornés. Si l'espace ost & bornés convexes, tout borné B est
contenu dans un disque bormé et il suffit de vérifier que €B <M our un

certain € > 0, la condition complete en résultant.

On appelle bornivore dans un espace localement convexe E un ensemble gui

est bornivore dans l'e.b.c. B8E associé.

BORNIVORES ET BORNIVORES CONVEXES.

2. Les disques bornivores interviennent dans la plupart des traités
sur les espaces localement convexes : par exemple, 1les e.l.c. bornologiqgues
sont généralement définis par la condition que tout disque bornivore est
voisinage de zéro. Mais dans les problémes non linéaires on voit apparaftre
des bornivores non nécessairement convexes (3.2.3) et il existe des borni-

: . (R)
veres qui ne contiennent aucun bornivore convexe. Soit R

1l’espace des
applications de R dans R dont lec support est fini, muni de sa tcpologie de
somme directe de droites. La topolcgie est la plus fine des topologies
localement convexes gue l'espace admet, mails il existe une topclogie

vectorielle strictement plus fine (Kelley et Namioka, 14 D et 6 I).
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Par conséquent il existe des ensembles ebsorbants ne contenant pas de
convexe absorbant. Or les bornés sont tous de dimension finie (ibid.)

Il en résulte que les bornivores sont exactement les ensembles absorbants.
3. Il yv a cependant un thécoréme classique sur les disques borniveres
pour lequel on trouve dans la littérature des démonstrations qui s'appli-

quent en réalité a tous les bornivores.

THEOREME. Dans un espace localement convexe métrisable, tout ensemble

bornivore gst voisinage de zéro.

Démonstration. (Schaefer, par exemple). Soit [Un] une suite fonda-

mentale décroissante de voisinages de zéro. Supposons que l'ensemble M
U

ne contiennc aucun —%- . Soit [xn] un choix de points X e Eﬂ-% M.

La suite (n xn) tend vers zéro et est donc bornée. Cependant 1'ensemble

{n xn} n'est pas absorbé par M puisque nM ne contient pas nx_ e M n'est

donc pas bornivore.
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4. Le théoréme de complétion de Cauchy.

THEOREME. {(Cauchy ?) Supposons gue 1l'cn ait une injection continue

d'un s.l.c. quelconque E dans un e.l.c. complet F. Si E admet un systeme
fondamental de voisinages de zéro fermés dans la topologie de F, alors E

est complet lui aussi.

Démonstration.  Scit [xa) une famille dirigée de Cauchy dans E .
Elle est aussi Cauchy dans F. Scit x un point limite de [xa] dangt F .
Pour tout vcisinege V de zérc dans E, il existe un a tel gque B et ¥ 2 a=
[xB - xy) EV . SiVest fermé dans F, on peut passer & la limite en Yy
et (xB - x) EV . On voit donc déja que x estdans E. Ensuite comme de
tels V forment un systéme fondamental de voisinages de zéro dans E, x est

un point limite de (ﬁf dans la topologie de E .

Il n'est certainement pas trivial de tirer le caractére complet d'une
topologie de celui d'une topologie plus faible. Ce théoréme joue un rfle
important dans la théorie des espaces localement convexes et il serailt

utile, pour s'y référer aisément, de lui donner un nom. Pourquoi celui

de Cauchy 7©

Considérons une suite (fp) de fonctions réelles d’une variable réelle
bornées sur [D,1| . Dire qu'elle sst de Cauchy uniformément c'est affir-

mer des inégalités du genre

(1) Ifn(x) - fm(x)l <€

uniformément en x. Il en résulte d'abord que, nour chague x, la suite des
fm(x] a une limite f(x). Ensuite comme l'inégalité (1) est préservée par
passage & la limite, on obtient 1’inégalité :

Ifn(x] - Flx)| < ¢
encore uniformément en x. C’ocst exactement l'argument de lo démocnstration
ci-dessus. A vrai dire, je ne sais pas si ce procédé, qui est toujours le
plus utilisé pour trouver des limites uniformes, est dbG & Cauchy. Mais
puisqu’'on s'accorde 8 donner son nom aux conditions de convergence qui
prennent la forme de 1'inégalité (1), je propose de 1'assccier tout aussi

bien au théoréme ci-dessus.
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5. Les espaces de Silva.

1. DEFINITION. On appelle espace de Silva un e.l.c. qui est la réunion

d'une suite croissante d’espaces nocrmés tels que la boule unité de chacun

soit relativement compacte dans le suivant.

Il existe une autre caractérisation de ces espaces, plus pratique.

PROPCSITION. Un espace de Silva est aussi la réeunion d'une suite

croissantce d'espaces de Banach tels que la boule unité de chacun soilt

compacte dans le suivant.

Démonstration. Scit E 1l'espace de Silva, union croissante des espaces

normes En . On peut suppuser que les boules unité fermées Bn correspondantes
forment auessi une suite croissante. Soit én 1'adhérence ce Bn dans En+1

et notons E_ 1l'’espace E- .
n N Bn

a. OnaB «— B . B donc les inclusions E .E —-E sont
n n n+1 n n n+1

continues. Ainsi le systeme des En est éguivalent au systeéme des En .

b. Bn est la boule unité fermée de En : elle est fermée dans En+1 qui

est moins fin. En outre elle est compacte dans én puisqu'elle 1'est

+1

dans En plus fin.

+1

c. Les En sont des Banach. L'injection de En dans le complété En+1
de En+1 est continue. La boule unité én de En est compacte, donc fermée,

dans En+1 . Le théoréme de complétion de Cauchy (A.4) s'applique.

Ces espaces ont été introduits par Sebastido et Silva dans "Spazi

importanti” sous le nom d'espaces LN# (def.3, [.397).

2. Les espaces de Silve fournissent un exemple de situation ot il y a
colncidence entre topologie finale et topologie localement convexe finale

d'une union d'e.l.c.
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PROPOSITION. Un espace de Silva, union localament convexe d'espaces

normés, a pour topologie la topologie finale de cette union.

Voir p.388:, Theoremo 1, de "Spazi importante”.

3. Silva démontre aussi {Theorema 2, p.400, et Corcllaric 1, p.401-

le résultat suivant :

PROPOSITION. Soit E un espace de Silva, union localement convexe

d'espaces Normés En' Un ensemble est borné dans E si et seulement s’il est
contenu dans En et y est borné. Une suite tend vers zéro dans Essi elle

est contenue dans un En et yv tend vers zéro.

Il en résulte qu'un espace de Silva admet un systéme fondamental de

bornés et vérifie la condition de convergence de Mackey pour les suites
(A.2.1.).
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6. Calcul intégral.

0. On trouve des ébauchcs d'intégration & la Riemann dans le "Calcul”
de Sebastidc e Silva ainsi guce chez Falb et Jaccbs, par exemple. Pour
intégrer des foncticns continucs, l'intégretion a partir des fonctions

en escalicr suffit.
INTEGRATION DES FONCTIONS EN ESCALIER.

1. Soit E un espace vectoriel. Une fonction en escalier sur l'inter-

valle [a,ﬁ] de la droite réclle cst une fonction de la forme

n
(1) 'F=§<;Jixi+%tpjyj

avec X, et yj E E 2t ou ¢i ot &i sont les fonctions caractéristiques des
ensembles lci_1,ci[ et {cj} correspondant a une décompesition

Co = @ £ C, & .4 c = hb.
© 7 £ n

L'intégrale d'une tellc fonction en escalier f est

b b N
s = g -
/ £(t)dt i 7 % (c, =y %

En particulier, 1l'intégralec de la fonction constante x est {b-alx .
b
Si B est un scus-ensemble de E, on notera J B 1'ensemble des intégrales

i
de fonctions constantes correspondant aux points de B . On a donc évidem-

ment

x dt |x € B } = (b-a)B

1 (T
ad
1]
——
M~

PROPOSITION. ({(Théoreme de la moyenne pour les intégrales de

fonctions en escelier). Scit B un cnsemble convexe dans E comprenant les

points Xs qul interviennent dans l'expreseion (1) de la fonction f

On a alors

) 00
~h
D]

(h —-r
3
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Oémonstration. Z(ci~c. ) = b-a donc, B étant convexe et les

i-1
€8, ] (c; - c;_4)x € (b-2)B .

X3 i

INTEGRATION DES LIMITES UNIFORMES DE FONCTIONS EN ESCALIER.

2., Sgit E un e.l.c. séparé. Il est clair gue 1'application

b
(2) f > f

-~y

C

est continuc sur 1l'espace S des fonctions en escalier, munl de la topologie
de convergence unifcrme sur [a,b] . En effet un voisinage générique de

zéroc dans S est {f € S |f([a,bj]§3 V} ol V est un voisinage de zéro dans
E . Aigsi pour tout disquc vcisinage de zéro V, si f[[é.bllfﬁ Egg- ’
alurs [ f E V.,

a

3. Par aillcurs scit S espace des limites uniformes de fonctions en

ll
escaelier. Tout élément dc S adhere non seulement &8 S mais méme & un borné

de S, donc & un ensemble de la forme {f € S |f(]a,bl) < B} o0 B est un
borné de E :

LEMME. Une limite uniforme f de fonctions en escalier est aussi limite

uniforme de foncticns en escalier dont les valeurs sont des valeurs prises

nar f.

Démonstration. Soit f = 1lim 8y’ les g é&tant en escalier. Supposons

‘. ’_{\ A L3 | -
que g golt 7¢ 1a forﬁe (1). Faisons un choix ti E-]Ci-1’cir et posons

fa = ; 95 f(ti] + g wj f[cj). On fait de méme pour chaque a indé&pendam-
ment. Soit V un voisinage disqué de zéro dans E. Si o est assez grand,

on a [f—ga) [La,b]]‘é V + V. On a donc encore f = lim fa uniformément sur
[ﬁ,b] at les fonctions en escalier f vérifient la clause

fa([p.b]];ﬁ‘f([é,b] } demandée.

Par conséquent si f gst limite unifcrme de fonctions en escalier,
f adhére & 1'ensemble {g E-Slg[[d.b]] ~ f( a,b )}’ qui est borné dans

S puisque f[{a,b]] est borné dans E.
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4, Supposons maintenant E quasi-complet. L'application linéaire con-
tinue (2) s'étend de maniére unigue en une&plication linéaire continue sur
S , en vertu de Bourbaki, chapitre 3, § 2, n°5, prop.8. Explicitement :
si H est un borné de S, 1'image de H est contenue dans 1'achérence de 1'image
de H, laquelle est bcrnée donc compléete dans E. On peut donc étendre par
continuité l'opération (2) & 1'adhérence de H, d'une maniére unique puisque
E est séparé. Comme tcute 1l'imitc uniforme f de fonctions en escalier

adhére 3 un borné de S, 1'intégrale d'une telle fonction ast définie.

DEFINITION. Si f est limite uniforme de fonctions en escalier fa’ on

définit 1l'intégrale de f par lc prolongement décrit ci-dessus, c'est-a-dire:
b
f o= 1i
1im f fa
a

0

5. THEOREME. (Théoremc de la moyenne pour les intégrales de limites

uniformes dec fonctions en escalier). Si la fonction f, limite uniforme
de fonctions en escalier, prend ses valeurs dans un enssemble B convexe fermé

dans E, on a :

b b
ffe [
a a

Démonstration. On peut supposer (A.B8.3) gque f = lim fa oﬂbles Fa
en escalier, sont & veleurs dans le m8me B . Il enrésulte cue é fa € é B
puisqu’'on a déja le thécremc pour les fonctions en escalier (A.6.1) et
le théoréme général s'cbticnt en passant & la limite, ce qui cst 1légitime
puisque B est ferme.

CARACTERISATION DES LIMITES UNIFORMES DE FONCTIONS EN ESCALIER.

6. DEFINITION. Une fonction cd'une variable réelle est dite réglée sur

un intervalle fermé si ellec y est partout définic et si ses limites 3

gauche ¢t & dreite existoent.
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PROPOSITIONS. 1° Toute fonction réglée est limite uniforme de fonctions

gn escalier.

2° Si 1'espace est quasi-complet, toute limite uniforme

de fonctions en escalier est réglée.

Démonstration. 1° Souit f régléc sur |a,b] & valeurs dans E .

Soit V un disque voisinage de zéro dans E. Comme, pour chaque t € [é,ﬁ] s

lim f(s) existe, on peut trouver un intervalle ocuvert I(t) contenu dans
s>t

s<t

[a,b] et d’oxtrémité t tel que f(s) - f(s') € V pour tous s et s' dans I(t).

On choisit de méme un intervalle J(t) ouvert, d'origine t ot ayant la m8ms
propriété. On pose I(a) st J(b) = ¢ . L'intervalle K(t) = I{t) U{t}U J(t)

est un voisinage ouvert de t. Soit K(t1),...,K(t )} un recouvremcent fini de

[ﬁ.ﬁ] . Soit a = ¢4 € c4§ ... $C_ = b une décomposition de [é,b]
raprenant au moins les points a,b,t1,....tp et las extrémités des K[tk)'
Posons o Ci-1 +'Ci L
g = Z . f ( ) + Z ¢, flc,) avec ¢, et ¢, comme
7 i 2 0 3 j i J

dans A.6.1 . On a, pour tout s E [a,B] , gls) - f(s) EV .,

2° Scit f = lim fa » uniformément sur [a,b] , avec fa
gn escalier. Soit V un disque voisinage de zéro dans E. Pour o assez grand,
on a :
(3) Flt) - £.(t) €~
o 3
uniformément en t. Ensuite, pour chague t, si s et s' sont assez prés de t
et du méme cbOté,

, v
(4) fa[s) - fa(s ] E 3’

les fonecticns en escalier étant évidemment réglées. En combinant avec (4)

1'inégalité (3) eppliquée en s et en s', il vient :
f(s) - f(s') EV

Ainsi, pour chague t, f(s) est Cauchy (s*t, s <t) ou (s*+t, s> t)

dans le borné complet f ([é;d] ).
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FONCTIONS QUI SONT EN FAIT A VALEURS DANS DES ESPACES NORMES.

7. Soit f une application de ;a,bJ dans l'e.l.c. sénaré E .

Dire que f = lim fa uniformément sur |a,b] (fu en escalier) revient a
dire que le filtre des (f-Fa) ([a,b]) tend vers zéro dans E. On peut
supposer que ce filtre est borné en vertu du lemme en A.6.3. Si ce
filtre converge pour la convergence de Mackey, c'est-a-dire dans un
espace EB (B disque becrmé), on o : f = lim fa unifcrmément sur [é,ﬁj
dans 1'espace normé EB . C'est le cas évidemment si E vérifie la
condition de convergence de Mackey, pour les filtres bornés, donc, en

particulier, si E est métrisable.
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7. Réciproque du théoreme de Teylcr dans le cas d'une fonction réelle

d'une varieble réelle.

1. On dit de la fonction f qu'elle admet n dérivées de La Vallée Pgoussin

(Marcinkiewicz et Zygmund) @i[x] au point x si :
2 n

(1) Flx+h) = £(x) + g, (x)h + g, (x) 27 et g () ET + olh™

THEOREME. Si f admet n dérivées de La Vallée Poussin continues sur

un ouvert, alors ¥ est de classe gh et les dérivées de La Vallée Poussin

sont les dérivées habituelles.
Avant de démontrer ce thécréme il faut passer par quelques préliminaires.

2. On pose Af(x,h)

Axf(h) = f{x+h) - f(x) et, plus généralement,

n 3 p-i P .
8P by = 3 0P () # (xein)
0

Ce sont les différences successives habituelles. Calculons, pour voir,
Aaf[x+3h,-h]. C'est f(x+3h-3h) - 3f(x+3h-2h) + 3Ff(x+3h-h) - f(x+3h) soit
—Aaf(x,h]. On admettra que Apf(x+ph.-h) = (-1)P aP fix,n}.

3. Exprimons maintenant ces différences en utilisant la relation (1) .
2
1 B h 2
A.f{x,h) = ¢1(x]h + QZ[X) 57 ¢t o(h™).
8%F(x,h) = f(x+2h) - 2f(x+h) + F(x)

h2 3
= f(x) + 2 ¢1(x] h + 4 ¢2[x] YN 8 ¢3[x)

2
- 2f(x) - 2 0,0x) h - 2 9,(x) 57 - 2 9,(x)

M S

- 9,0) h° ¢ g 0x) hO + oth®) .
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Plus généralement (p < n)

0 .
APg(x,h) = ) (-1)P7? (E) F(x+1ih)
D
k=n ( 1i=0 . K
) [ Ioe-aPTh ) ik] 0, () T
k=0 \ i=p t K ]

- D, R p+1 p+1
¢p(x]h + 5 QD+1 (x} h + o(h )

Comme 11 resulte du

LEMME.
i=0 i ) 0 si ’S kK <p
Z -1)° (E] i = n' si k =p,
7P %— (p*1)}1) si kK = p+1 .,

Démonstration du lemme. Considérons la formule du bintGme

(x-1)P = 120 (-1P [E]xl . Pour obtenir des puissances k de i ,
i=p
on va dériver par rapport a x :

d o_a\P a1 o py . 171 e e p-1
o (x-1)7 = _Z (-1) () i x 0{x-1)
i=p
donc (p > 1), en faisant x = 1,
1=0 -
Yo-nPTt Py i =0
i=p

Pour pouvoir itérer le procédé on récupére l'exposant i en multipliant par x.

Finalement (k € p )
i=0
d K co_a P . a1 o py sk U
(x 51" (x=1) izp (177 () i x

< 0la=1) v (pek=1) (x-1

t

yPk

+ (1+2+ ,..+(k-1) xk p[p“1),...[p-k+2)(x—1)phk+1
p-k+2

e

Alx-1)
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Donc si k < p, E (--'IJD-:.l (E] ik = 0 , tandis que si k = p,

Z [_1)p—i (?] ik = p | le premier terme étant le seul & ne pas s'annuler
a4 ce stade. En dérivant (x g;_)p (x-1)7 411 vient

p xp-1 p! + {1+ 2+ ... + (p-1) 3} xp-1 p! + B(x-1) qui vaut, pour X=1,
pl{p+1)

]
7 Pe

4, Démonstration du théoréme. On a

AP fix,h) - (-1)F AP fix+ph,-h) = O
d’ol, par les déevelcppements calculés en A.7.3,

+1 )+1
(wp(x+ph] - mp(x)] hP = -% [¢p+1[x+ph] + ¢p+1[x]] AP 4 o(hp ) .,

soit, en divisant par hP .puis en substituent h a ph

1
o (x+h) - 9 (x) = 3 (¢, (x#h) + 9 (x]) h + oCh)
- L -
Alors o (x+h) = @ (x) = ¢_ (xJh+ 5 (9 (xsh) -9 (x}) h + oh].

Dans le second membre, le premier terme est linéaire en h tandis que ls

second, par la continuité de , est un ofh). Donc ¢ 44 ©st la dérivée,

¢p+1 p+1

au sens habituecl, de ¢
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